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OZET
Doktora Tezi

SABIT NOKTA ITERASYON ALGORITMALARI VE UYGULAMALARI:
YAKINSAKLIK VE KARARLILIK ANALIZI

Ruken CELIK

Istanbul Ticaret Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Prof. Dr. Necip SIMSEK
Ikinci Tez Danmismam: Dog¢. Dr. Faik GURSOY
2023, 59 sayfa

Bu tez calismasinda, Yu vd. (2021) ve Sahin (2019) tarafindan sirasiyla reel
normlu uzaylarda ve hiperbolik uzaylarda bazi sabit nokta iterasyon algoritmalarinin
yakinsaklik, kararlilik ve zayif w? — kararliliklarina iliskin elde edilen sonuglar yeniden
ele alinarak gelistirilmistir. Ayrica, her iki calismada incelenen doniisiim siniflarinin
sabit noktalarinin veri baghliklarina iligkin sonuglar sunulmus ve bu sonuglara iligkin
bulgularimiz sayisal orneklerle desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Biiziilme ve biiziilme tipli doniisiimler, kararlilik, K™* ve M-
iterasyon algoritmalari, sabit nokta, sabit noktalarin veri bagliligi, yakinsaklik, zayif
w? —kararhlik.
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ABSTRACT
Ph. D. Thesis

FIXED POINTS ITERATION ALGORITHMS AND AND ITS
APPLICATIONS: ANALYSIS OF CONVERGENCE AND STABILITY

Ruken CELIK

Istanbul Commerce University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Necip SIMSEK
Co-Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Faik GURSOY
2023, 59 pages

In this thesis, the results obtained by Yu et al. (2021) and Sahin (2019) regarding
the convergence, stability and weak w? - stability of some fixed point iteration
algorithms in real normed spaces and hyperbolic spaces have been reconsidered and
developed. In addition, the results regarding the data dependencies of the fixed points
of the transformation classes examined in both studies are presented. Our findings are
supported by various numerical examples.

Keywords: Contraction and contraction like operator, convergence, data dependencies
of fixed points, fixed point, K* and M iteration algorithm, stability, weak w? -stability.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

(A, p) Metrik uzay

C Kompleks sayilar kiimesi

Fy M doniisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi

IF IK Cisim (R veya C)

M:A—B A kiimesinden B kiimesine taniml1 A/ doniisiimii
(N, 11D Normlu uzay

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

R Pozitif reel sayilar kiimesi

p: Ax A— Rt Akiimesi iizerinde tanimli metrik fonksiyonu

Il : N —> F N iizerinde tanimh norm fonksiyonu

vil



1. GIRIS

Bu tez calismasi alti boliimden olugmaktadir. Birinci béliimde; tezin amaci, kapsami
ve yapilan calismalar ozetlenmistir. Ikinci boliimde; sabit nokta ve iterasyon
algoritmalar1 ile ilgili literatiir verilmistir. Ugiincii boliimde; fonksiyonel analiz ve
sabit nokta teori ile ilgili temel tanim, kavram ve orneklere yer verilmistir. Dordiincii
boliimde; sabit nokta iterasyon algoritmalar ile ilgili tanimlara yer verilmis olup bu
iterasyon algoritmalar1 arasindaki iliskilere deginilmistir. Besinci boliimde; iterasyon
algoritmalarinin yakinsaklik hizlari, kararlilik ve sabit noktalarin veri bagliligi
sonuclart ile ilgili literatiir verilmis olup K™ iterasyon algoritmasi ve M - iterasyon
algoritmasinin yakinsaklik, yakinsaklik hizi, kararlilik ve veri baghligi sonuclar1 elde
edilmistir. Elde edilen sonuglar niimerik ornekler ile desteklenmistir. Altinci boliimde;

sonug ve Onerilere yer verilmistir.



2. LITERATUR OZETI

“Sabit Nokta Teori” ¢caligmalari, 1800’ lii yillarda baslayip giiniimiize kadar uzanan ve
giiniimiizde de bir¢ok arastirmaci tarafindan ¢aligilan fonksiyonel analizin ¢ok 6nemli
bir alanidir. Sabit nokta teorisi analiz, topoloji ve geometrinin 6nemli bir karigimidir.
Matematikte sabit nokta teorisi, ilk asamada adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiiniin
varligini, tekligini ve bir integral denklemin ¢oziimiin varligimi gostermek amaciyla
inga edilmistir. Cesitli bilim dallarinda karsilasilan ¢ok sayidaki lineer ve bilhassa
lineer olmayan denklem/denklem sistemleri sabit nokta denklemlerine/denklem
sistemlerine doniistiiriilebildiklerinden dolayi, sabit nokta teori yontemleri bu tiir
problemlerin ¢oziimlerinde etkili bir sekilde kullanilan 6nemli matematiksel araclar

haline gelmistir.

Sabit nokta teori ¢alismalar1 ¢ok yonlii olmakla birlikte, iterasyon algoritmalarinin ve
doniisiim smiflariin cesitli 6zelliklerinin incelenmesine yonelik yapilan ¢aligmalar,
oldukca dinamik olan bu ¢alisma sahasinda 6nemli bir yere sahiptir. Matematiksel
fizik, fonksiyonlar teorisi, diferansiyel ve integral denklemler, optimizasyon
problemleri, kontrol problemleri, varyasyonel problemler, yaklasim teorisi, bilgi
kuramu, istatistiksel fizik ve oyun teorisi gibi alanlardaki ¢cogu problem, M : A — A
seklindeki bir dogrusal olmayan operatdriin sabit noktasinin bulunmasi veya buna denk
olarak; GG, uygun bir A uzayi tizerinde tanimli bir dogrusal olmayan doniisiim olmak

uzere

Ga)=a—M(a)=0 (2.1)

formundaki bir operator denklemin sifirlarinin bulunmasi olarak formiile edilebilir.
Literatiirde, (2.1) denklemindeki M doniisiimiiniin contraction (biiziilme) olmasi
durumu yogun bir sekilde incelenmistir. Contraction (biiziilme) doniisiimler diizgiin
stirekli dontistimlerdir. Oysa ki, bilimin ¢ok farkli sahalarinda ortaya c¢ikan
problemlerin modellenmesinde kullanilan doniisiimlerin biiyiik ¢ogunlugu siirekli
degildir. Bu ise, ¢esitli problemlerin modellenmesi ile elde edilen (2.1) formundaki
sabit nokta denklemlerindeki doniisiimlerin, siirekli olan contraction (biiziilme)
doniistimlerden ziyade, genellikle siireksiz olan ve daha genel contractive (biiziilebilir)
sartlar1 saglayan farkli tiirden doniisiim smiflarma ait operatorlerden olusacagi

gercegini ortaya koymaktadir. Bu tiir problemlerin analitik yontemlerle ¢6ziilmesi her
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zaman miimkiin olmadigindan, iterasyon algoritmalari, (2.1) ile verilen problemlerin
coziimlerini elde etmede kullanilan cok Onemli matematiksel araglar olmustur ve
bu nedenle (2.1) ile verilen problemlerin ¢oziimlerine uygun yaklasimda bulunmak

amactyla ¢ok sayida farkli iterasyon algoritmasi tantmlanmustir.

Iterasyon algoritmalari, ¢oziimleri analitik yontemlerle elde edilemeyen dogrusal
olmayan problemlerin c¢oziimlerine yaklasmada kullanilan en gii¢lii araclardir. Bu
nedenle son yillarda, bilimin ve miihendisligin cesitli dallarinda ortaya ¢ikan dogrusal
olmayan problemleri ¢6zmek i¢in daha hizli ve daha etkili iterasyon yoOntemleri

gelistirmeye yogun bir ilgi olusmustur.

Sabit nokta iterasyon algoritma caligmalar1 Picard iterasyonu (Picard, 1890) ile baslar.
Picard iterasyonu daha ¢ok contraction (biiziilme) tipi doniisiimlerin sabit noktasina
yaklagirken kullanilabilir. Nonexpansive (genislemeyen) doniisiimler icin Mann
(Mann, 1953), Krasnoselskij (Krasnoselskij, 1955), Noor (Noor, 2000) ve Ishikawa
(Ishikawa, 1974) iterasyon yontemleri tanimlanmistir. Bu iterasyon algoritmalar1 ve bu
algoritmalarin ¢esitli modifikasyonlar1 cok sayida arastirmaci tarafindan farkli amaglar

ve uygulama alanlar1 dogrultusunda detayli olarak incelenmistir.



3. TEMEL BILGILER

Tezin bu boliimiinde, calisma boyunca kullanilacak olan hem fonksiyonel analiz
hem de sabit nokta teori ile ilgili bazi temel kavramlar ve gercekler sunularak

orneklendirilmistir.

3.1. Fonksiyonel Analizin Bazi Tanim ve Kavramlari

Tamm 3.1. (Metrik uzay)

Y bos olmayan bir kiime ve p : Y X Y — R bir fonksiyon olsun. Her p, 7, s € Y i¢in;

(My) p(r,s) > 0 (pozitif tanimlilik)

(M) p(r,s)=0&7r=s5

(Ms)  p(r,s) = p(s,r) (simetriklik)

(My)  p(r,s) < p(r,p) + p(p, s) (liggen esitsizligi)

sartlarin1 saglayan p fonksiyonuna Y iizerinde bir metrik veya uzaklik fonksiyonu,

(Y, p) ikilisine de bir metrik uzay denir (Kreyszig, 1989).

Tamm 3.2. (Yakinsak dizi)
Y = (Y, p) bir metrik uzay ve {s,} -, bu uzayda bir dizi olsun. Her bir £ > 0 i¢in
n > ng oldugunda, p(s,,s) < ¢ olacak sekilde bir ny = ng(¢) € N varsa, {s,},

dizisine s € Y noktasina yakinsaktir denir (Kreyszig, 1989).

Tanim 3.3. (Cauchy dizisi)
Y = (Y, p) bir metrik uzay ve {s,}, -, bu uzayda bir dizi olsun. Her bir ¢ > 0 i¢in
m,n > ng oldugunda, p(s,, s,m) < ¢ olacak sekilde bir ny = ng(e) varsa, {s,},-,

dizisine Cauchy dizisi denir (Kreyszig, 1989).



Tamm 3.4. (Tam metrik uzay)
Y = (Y, p) bir metrik uzay olsun. Bu uzaydaki her {s,},_, Cauchy dizisi yakinsak

ise, Y uzayina tam metrik uzay denir (Kreyszig, 1989).

Tamim 3.5. (Kompakt metrik uzay)
Y = (Y, p) bir metrik uzay olsun. (Y, p) uzaymndaki her dizi yakinsak bir alt diziye
sahipse; (Y, p) uzayma kompakt metrik uzay denir (Brown ve Page, 1970).

Tamim 3.6. (Lineer uzay)
L bos olmayan bir kiime ve K bir cisimolsun. + : L X L — Lvee : K X L = L
islemleri tanmimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L’ ye K cismi iizerinde

vektor uzayi (lineer uzay) denir:

(A) L kiimesi + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
1. Herr,se Liginr+se€L
2. Herr,s,teLicinr+ (s+t)=(r+s)+t
3. Herr e Liginr+ 6 =0+ r = r olacak sekilde 6 € L vardr,
4. Herr € Licinr + (—r) = (—r) + r = 0 olacak sekilde —r € L vardr,
5. Herr;seLiginr+s=s+r
(B) r,s€ Lvea,f € K olmak iizere asagidaki sartlar saglanir:
. a-rel
2. a-(r+s)=a-r+a-s
3. (a+p) r=a-r+p-r
4 (@ B)r=a-(8)
5. 1.r =rdir (burada 1, K’ nin birim elemanidir).

Lineer uzay tannminda K = R ise L ye reel vektor uzay, K = C ise, L’ ye kompleks

vektor uzay adi verilir (Kreyzig, 1989).



Tamm 3.7. (Konveks kiime)

L bir reel vektor uzay1 ve A C L olsun. Her r,; s € A igin

B={teL:t=ar+(1-a)s,0<a<1}CA

ise A kiimesine konveks kiime denir (Brown ve Page, 1970).

Tamim 3.8. (Normlu uzay)
N bir lineer uzay ve K = R cismi olmak iizere, || - || : N — K fonksiyonunun r

noktasindaki degeri ||7|| ile verilsin. Bu fonksiyon

(Ny) |Irl=0<=r=20
(N3) Hera € Kveherr € Nigin ||a-r| = |af - [|7]]
(Ns)  Herr,s € Nigin [|r + s|| < [|r[| + [|s]

sartlarini sagliyorsa || - || fonksiyonuna NV iizerinde bir norm ve (N, || - ||) ikilisine de

normlu uzay denir (Moore ve Cloud, 2007).

Tanim 3.9. (Banach uzay1)
N bir normlu vektor uzay olsun. N uzayid(r, s) = ||r—s|| (r,s € N)norm metrigine

gore tam ise Banach uzay1 denir (Curtain ve Pritchard, 1977).

Tanim 3.10. (Lineer operator)
L ve L' ayni bir IF cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. M : L — L' operatérii,

« € F olmak iizere;

i) M(r+s)=M(r)+ M(s)
() M(ar)=aM(r)

sartlarim sagliyorsa M operatoriine lineer operator denir (Kreyzig, 1989).



Tamm 3.11. (Hiperbolik Uzay)
(Y, p) bir metrik uzay ve W : Y x Y x [0, 1] — Y bir doniisiim olsun. Bu durumda,
her r, s, t,w € Y ve a, B € [0, 1] igin,

(W1 p(t, W(r,s,a)) < ap(t,r) + (1 — a)p(t, s),
(W2)  p(W(r,s, ), W(r,s,3)) = |a = plp(r, s),

(W3) W(r,s,a)=W(rs,1—a),
L (W) p(W(r,t,a), W(s,w,a)) < ap(r,s) + (1 — a)p(t,w)

sartlar1 saglantyorsa, (Y, p, W) ti¢liisiine bir Hiperbolik uzay denir (Osilike, 1996).

Tamm 3.12. (Konveks metrik uzay)
(Y, p) bir metrik uzay ve W : Y x Y x [0,1] — Y siirekli bir doniisiim olsun. Bu

durumda, her r, s,t € Y ve « € [0, 1] igin,

p(t, W(Ta S8y O‘)) < Ozp(t, 7”) + (1 - a)p(t, 3)

sart1 saglaniyorsa (Y, p, W) ticliisiine konveks metrik uzay denir (Takahashi, 1970).

Not 1. A kiimesi bir Y hiperbolik uzayinin bir alt kiimesi olsun. Eger her r, s € A ve

a € [0,1] i¢in W (r, s, a) € A oluyorsa, bu durumda A konveks bir kiimedir.

Not2. Herr,s € Ave a € [0, 1] i¢in,

p(s, W(r,s,a)) = ap(r,s) wve p(r,W(r,s,a))=(1—a)p(r,s)

dir ((Kohlenbach, 2004), Onerme 1.2]). Bunlarin bir sonucu olarak,

W(r,s,1)=r wve W(r,s0)=s

ifadeleri elde edilir.



3.2. Sabit Nokta Teori ile Tlgili Bazi Tamm ve Kavramlar

Tanim 3.13. A bostan farkli bir kiime ve M : A — A herhangi bir doniisiim olsun.
Eger
Ma =a

olacak sekilde bir @ € A varsa, bu a noktasina M doniisiimiiniin sabit noktasi denir. M
doniistimiinitin tiim sabit noktalarinin kiimesi F);, F(M) veya Fixz(M) ile gosterilir

(Berinde, 2007).

Not 3. A # () bir kilme ve M : A — A doniisiimii verilsin. Verilen herhangi bir
a € Aigin M° (a) = a, M* (a) = M (M° (a)), ... ,M"** (a) = M (M" (a)) olarak

yazilabilir. M™ (a) gosterimine M doniistimii altinda a nin n. yinelemesi denir.

Not 4. M doniisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi asagidaki iki 6zellige sahiptir:

1)V n € Nigin Fyy C Fyn,
2) Fym = {a} ise 3n € Nigin F); = a dir. Fakat tersi dogru degildir.

Simdi ise sabit nokta teoride kullanilan 6nemli doniisiimlerden bahsedilip, bu

dontistimlerle ilgili baz1 6rnekler verilecektir.

Tanim 3.14. (Lipschitzian doniigiimii)

(A, p) bir metrik uzay ve M : A — A bir doniisiim olsun. Vr, s € A igin,

p(Mr, Ms) < kd(r,s) (3.1)

olacak sekilde bir £ > 0 sabiti varsa, M doniisiimiine Lipschitzian doniisiimii denir

(Berinde, 2007).



Tamm 3.15. (Biiziilme doniisiimii)

(A, p) bir metrik uzay ve M : A — A bir doniigiim olsun. Vr, s € A igin,
p(Mr, Ms) < ap(r,s) (3.2)

olacak sekilde bir a € [0, 1) sabiti varsa, M doniisiimiine biiziilme doniigiimii denir

(Berinde, 2007).

Ornek 3.1. A = [0,00), p(r,s) = |r — s| olsun ve M(r) = 2 + Larctanr ile tamml

M : A — A doniisiimiinii g6zoniinde bulundurulsun. Her r; s € A igin,

1 1
p(Mr,Ms) = ‘2+Zarctan7“—(2—|—Zarctans>‘

1

= 4_1 arctanr—arctans‘
1 ]

= —|arctan ‘
4 1+rs
11 r—s

2

— 411+47rs

< pr—sl=p(r,s)
—|r—s| =-p(r,s

_— 4 4p )

esitsizligi elde ediliir. Bu durumda \ = i alinmasi veya herhangi bir \ € [}L, 1) se¢imi

icin M doniisiimiiniin biiziilme doniisiimii oldugu elde edilir (Giirsoy, 2014).

Ornek 3.2. Ortalama Deger Teoremi (ODT), reel degerli diizgiin (smooth)
fonksiyonlarin biiziilme doniisiimii oldugunun gosterilmesinde dnemli bir role sahiptir.
1

A =R, p(r,s) = |r — s| olsun ve M(r) = £ sin2r ile tammh M : R — R doniigiimii

ele alinsin. M/ doniisiimii R iizerinde tiirevlenebilir oldugundan ODT uygulanabilir:
2 2
p(Mr,Ms) = |Mr — Ms| =|M'(t).(r —s)| = 5\ cos 2t||r — s| < 5]7’ — 5]
olacak sekilde r ve s arasinda bir ¢ sayis1 vardir. Boylece A = % olarak alinmasi veya

herhangi bir A\ € [%, 1) se¢imi i¢in M doniistimiiniin biiziilme doniigiimii oldugu elde

edilir (Giirsoy, 2014).



Teorem 3.1. (Banach Biiziilme Prensibi) A bir tam metrik uzay ve M : A — A

doniistimii (3.2) sartin1 saglayan bir biiziilme doniisiimii olsun. Bu durumda;

i) M, A uzayinda bir tek p sabit noktasina sahiptir;
i1)  Herhangi bir sy € A icin

Sp=Ms,_1=M"sg,n=0,1,2,...

ile tanimh Picard iterasyon algoritmasi tarafindan iiretilen {s,,}52 , iterasyon dizisi p

ye yakinsar (Banach, 1992).

Banach Biiziilme Prensibi, sabit noktanin var oldugunu gostermekle birlikte, keyfi bir

baglangic degeri icin bu sabit noktanin yaklasik olarak hesaplanmasini da saglar.

Ornek 3.3. A = [a,b], p(r,s) = |r — s| ve M : A — A bir doniigiim olsun. Eger M,
[a, b] kapali arahiginda siirekli, (a, b) agik araliginda tiirevlenebilir bir doniisiim ve her

r € (a,b) i¢in
M (r)| <k<1

ise, M nin A da bir tek sabit noktas1 vardir. Gergekten de ortalama deger teoreminden

r,s € [a,b] igin
|Mr — Ms| = |M'(t).(r — s)| < k.|r — 5|

olacak sekilde bir ¢t € (r,s) vardir. Boylece Banach Biiziilme Prensibi geregi M nin

bir tek sabit noktas1 vardir (Giirsoy, 2014).

Tanim 3.16. (Kesin biiziilebilir doniigiim)
(A, p) bir metrik uzay ve M : A — A bir doniigiim olsun. r # s olacak sekilde
Vr,s € Aigin,

p(Mr, Ms) < p(r,s) (3.3)

ise M doniistimiine kesin biiziilebilir doniisiim denir (Berinde, 2007).
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Ornek 3.4. A =R, p(r,s) = |r —s| olsun ve M (r) = In (¢” + 2) tammli M : R — R
doniistimii gbz Oniine alinsin. M doniisiimii (3.3) sartin1 saglar: ODT’ den dolay1

herhangi r, s € A ¢ifti igin

[M(r) = M(s)| = [M (0)ll(r — 5)| =

$|T—S|<|’I‘—S|

olacak sekilde bir t € (r, s) sayist mevcuttur. Burada M doniisiimiiniin bir biiziilme
doniisiimii olmadig1 goriiliir. Ancak 7; = 0 baglangi¢ noktasi ile 7o = In (e® +2) =
In3,ry =In(e™3+2) =Inb, .., r, = In(n + 1) iterasyon dizisi elde edilir. Bu dizi

sinirsiz oldugundan bir Cauchy dizisi olamaz (Giirsoy, 2014).

Tamim 3.17. (Genislemeyen doniisiim)

(A, p) bir metrik uzay ve M : A — A bir doniisiim olsun. Vr, s € A igin,
p(Mr, Ms) < p(r,s) (3.4)

ise M doniisiimiine genislemeyen doniisiim denir (Berinde, 2007).

Tanim 3.18. (Yar1 Kesin Biiziilebilir Doniisiim)
(A, ||.]]) reel degerli bir normlu uzay, C C A ve M : C — C bir doniigiim olsun.
s€ A, 6€[0,1) ve Mp = p olmak iizere

|Ms = p|| < dfls = pl| (3.5)

sartin1 saglayan doniislimlere yar1 kesin biiziilebilir doniisiim denir (Scherzer, 1995).

Bir sabit noktaya sahip olan her biiziilme doniisiimii, bir yar1 kesin biiziilebilir

doniistimdiir. Ancak, bu ifadenin tersi dogru degildir.

Ornek 3.5. A =1, ve B={s€ly:|s|| <1}olsun. s = (s, 59,83,...) € I icin

M:A—-BCA
v ) BOshE ), sl <1 ise
oz (001,83, 83, ), lslle > 1 ise

olarak tanimlansin (Chidume ve Olaleru, 2014).

11



Bu durumda, M doniisiimiiniin tek sabit noktasi p = 0 dir ve bu doniisiim her s € [,

3 3

icinve § = 35 € [0,1) sayist igin (3.5) sartin1 saglar. Diger taraftan, s = (2,3,3, )

1 11

55 o5
167167 77| 192

elde edilir. Simdi, her s,t € [ i¢in |[Ms — Mt|» < §||s — t|| olacak sekilde

55

bir § € [0,1) sayisinin mevcut oldugunu kabul edelim. Bu durumda, 175

< 6% olup,
1 < % < 6 oldugu elde edilir ki, bu da § € [0, 1) olmasi ile celigir. Bu nedenle,
M doniigtimii bir biiziilme doniisiimii degildir. Sonug¢ olarak, (3.5) sartin1 saglayan
yar1 kesin biiziilebilir doniisiim sinifi, (3.2) sartin1 saglayan biiziilme doniisiimii sinifini

icermektedir.

Tanim 3.19. (Biiziilebilir tip doniisiim)
(A, p) bir metrik uzay, C' bu uzayn bir altkiimesi ve M : C' — C' bir doniigiim olsun.
Vr,s € C,3a € [0,1) ve L > 0 igin

p(Mr, Ms) < ap(r,s) + Lp(r, Mr) (3.6)

sartinu saglayan doniisiimlere biiziilebilir tip doniisiimler denir (Osilike, 1995).

Tanmm 3.20. (M - Kararlilik)

(A, p) bir metrik uzay, M : A — A bir doniisiim ve {s,} ~, C A dizisi, sy bir
baglangic¢ yaklasimi ve f bir fonksiyon olmak iizere,

sp €A

Spt1 = f(M,s,),Yn >0

(3.7)

algoritmasi tarafindan iiretilen bir iterasyon dizisi olsun. {s,} -, dizisinin p €
F(M) = {p: Mp = p} sabit noktasma yakinsadigim kabul edelim. {¢,} >, C A
keyfi bir dizi olmak iizere, {s,}. ., iterasyon dizisinin M’ ye gore kararli veya kisaca

M -kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
lim p(tp41, f(M,t,)) =0« lim ¢, =p
n—oo

n—oo

olmasidir (Harder ve Hicks, 1988).
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Somut uygulamalarda, (3.7) tarafindan iiretilen {s, } _, iterasyon dizisi hesaplamirken
genellikle asagidaki islem adimlari izlenir:

(1) sp € A baglangic yaklagimu segilir,

(2) s1 = f(M,sg) degeri hesaplanir, fakat hesaplamalar sirasinda meydana gelen
cesitli hatalar (yuvarlama hatalari, fonksiyonlarin sayisal yaklasimlari, tiirevler veya
integraller vb.) nedeniyle, s;’ in tam degeri elde edilemez, ancak s; yerine s;’ e
yeterince yakin olan farkli bir ¢; degeri elde edilir, yani t; ~ s; olacak sekilde bir
t1 degeri elde edilir. Sonug¢ olarak sy = f(M,s1)” nin teorik degeri hesaplamaya

caligilirken, bunun yerine, s, gercekte
s2=f (M ) tl)

olarak hesaplanir ve boylece gercekte, s;” nin teorik degeri yerine, bagka bir ¢, degeri
hesaplanmig olur. Yine, elde edilen bu ¢, degeri, teorik s, degerine yeterince yakindir,
yani, to = S, dir. Bu hesaplama siireci bu sekilde devam edeceginden, (3.7) tarafindan
iiretilen teorik {s, } -, iteratif dizisi yerine, pratikte, bu dizinin bir yaklagik dizisi olan

{tn} 2, dizisi elde edilir.

Dolayisiyla, (3.7) ile verilen sabit nokta iterasyon algoritmasinin, ancak ve ancak, her
bir adimda s,,” e yeterince yakin olan {t, } ~  yaklagik dizisinin /" nin sabit noktasina
yakinsak olmasi durumunda sayisal kararli oldugu diisiiniilecektir. Yukarida bahsedilen
nedenlerle, kararhilik tamiminda yer alan {t,,} -, dizisinin keyfi bir dizi olarak alinmasi
dogal bir olgu degildir. Niimerik bir bakis agistyla, {t,,} -, dizisi bir anlamda {5, } -’

in bir yaklagik dizisi olmalidir.

(Berinde, 2007)’ de yaklasik dizi kavramu ele alinarak, zayif kararlilik ad1 verilen daha
zayif ve daha dogal olan bir kararlilik kavrami tamtilmistir. Dolayisiyla, kararli olan
herhangi bir iterasyon algoritmasi ayn1 zamanda zay1f kararli olacaktir, ancak bunun

tersi genellikle dogru degildir.

Tamim 3.21. (Yaklagik diziler)

(A, p) bir metrik uzay olsun ve {s, } -, C A dizisi verilsin. Herhangi bir £ € N i¢in
p(snytn) <, Y >k
olacak sekilde bir = n(k) sayis1 mevcut ise, bu durumda, {¢,} -, C A dizisine
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{sn} =, C A dizisinin bir yaklagik dizisi denir (Bridson ve Haefliger, 1999).

Lemma 3.2. (A, p) bir metrik uzay olsun ve {t,} -, C A dizisinin, {s,} -, C A

dizisinin bir yaklasik dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart;
p(Snstn) < Mp, Vn >k (sabit)

olacak sekilde bir 7 > 0 sayisina yakinsak olan, pozitif sayilarin azalan bir {7, }

dizisinin mevcut olmasidir (Berinde, 2007).

Tamim 3.22. (Zayif M - kararlilik)

(A, p) bir metrik uzay ve M : A — A bir doniisiim olsun. sy bir baglangi¢ yaklagimi
ve f bir fonksiyon olmak iizere, {s,} -, C A dizisi (3.7) tarafindan iiretilen bir
iterasyon dizisi olsun. {a, } -, dizisinin p € F(M) = {p : Mp = p} sabit noktasina
yakinsadigini kabul edelim. {s,, } ~ ’ in herhangi bir {¢,,} ~  C A yaklagik dizisi i¢in,

lim p(tp41, f(M,t,)) =0= lim ¢, =p
n—oo

n—oo

oluyorsa, bu durumda, {s,} —, iterasyon dizisinin A/’ ye gére zayif kararhdir veya

kisaca zayif M - kararlidir denir (Berinde, 2007).

2010 yilinda, Ioana Timis tarafindan zayif kararlilik kavrami, Tamim 3.21° deki
yaklagik dizi tanimi yerine denk dizi tanim1 kullanmak suretiyle daha da gelistirilmistir
ve boylece zayif w?-kararlilk olarak adlandirilan yeni bir kararhlik kavrami

tanitilmustir.

Tamm 3.23. (Denk diziler)
(A, p) bir metrik uzay olsun ve {s, } - ve{t,} -, dizileri A uzayinda iki dizi olsun.

Eger
n— oo iken p(sp,t,) =0

ise bu durumda {s,,}, -, ve {t, } -, dizilerine birbirlerinin denk dizileri denir (Berinde,

2007).
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Birbirlerinin denk dizileri olan diziler, aym1 zamanda birbirlerinin yaklagik
dizileridirler. Ancak, asagidaki Ornekte gosterildigi gibi, bu ifadenin tersi dogru

degildir.

Ornek 3.6. A = R olsun ve {r,}>°, = {n}>2, ve {s,}2, = {n + %}:;0 olarak
tanimlansin. n — oo iken

1

(T, Sn) = ‘%‘ = =0

oldugundan, {r,}5°, ve {s,}2, dizileri birbirlerinin denk dizileridir. {r,}>>, =

{n}22, dizisinin bir yaklagik dizisi {s,}5°, = {n + olarak alinsin. Bu

n }oo
2n+1 J n=0
durumda, n — oo iken

p(rn, sn) = ‘27:;1‘ = 51 % >0

elde edilir.

Tamm 3.24. (Zayif w?-kararllik)

(A, p) bir metrik uzay ve M : A — A bir doniisiim olsun. s, bir baglangi¢ yaklagimi
ve f bir fonksiyon olmak iizere, {sn}zozo C A dizisi (3.7) tarafindan iiretilen bir iteratif
dizi olsun. {s,} -, dizisinin p € F(M) = {p : Mp = p} sabit noktasina yakinsadigini

kabul edelim. {s,,} *, dizisinin herhangi bir {¢,,} - C A denk dizisi i¢in,
lim p(t,41, f(M,t,)) =0= lim ¢, =p
n—oo n—oo

oluyorsa, bu durumda {s,} -, iterasyon dizisi M’ ye gore zayif w?-kararlidir denir

(Harder ve Hicks, 1988).

Tanim 3.25. (Yaklagik operatorler)
(A, p) bir metrik uzay, C C A, M : C — C ve M:C — Ciki operator olsun. Her

s € A ve sabit bir € > 0 i¢gin
p(Ms, Ns) < e

oluyorsa, M ve M operatorlerine birbirlerinin yaklasik operatorleri denir (Berinde,

2007).
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Lemma 3.3. «,, negatif olmayan bir dizi, her n € Nigint, > 0, r, € (0,1) ve

oo v o .
Y oo Tn = 00 olsun. Eger her n > ng igin

Opi1 S (]- - rn)an + rntn (38)

olacak sekilde bir ny € N sayis1 mevcut ise, bu durumda
0 < lim,,_,o sup a, <lim,_,, supt,

dir (Soltuz ve Grosan, 2008).
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4. BAZI ITERASYON ALGORITMALARI

Sabit nokta iterasyon algoritmalarina iligkin calismalar Picard iterasyonu (Picard,
1890) ile baslar. Picard iterasyonu daha cok biiziilme tipi doniisiimlerin sabit
noktasina yaklagirken kullanilabilir. Picard iterasyonunun 72z = 1 — z ile
verilen bir genislemeyen doniisiimiin sabit noktasina yakinsamasindaki basarisizligi
nedeniyle, genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarina yaklasimda bulunabilmek
amacityla Mann, Krasnoselskij ve Ishikawa iterasyon algoritmalari tanimlamigtir.
(Noor, 2000)’ de bu caligmalardan esinlenilerek, Noor iterasyon algoritmasi
tanimlanmig ve bu algoritma varyasyonel esitsizliklerin ¢6ziimiinde basaril bir sekilde
kullanilmigtir. Mann iterasyon algoritmasinin pseudo-contractive doniisiimlerin sabit
noktasina yakinsamadigi fakat Ishikawa iterasyon algoritmasinin anilan sabit noktaya

yakinsadig1 gosterilmistir (Chidume ve Mutangadura, 2001).

Tamim 4.26. (Picard Iterasyon Algoritmasi)
(Y, p) bir metrik uzay, A C Y kiimesi Y uzayimnin kapali bir alt kiimesi ve M : A — A

bir doniisiim olsun. Herhangi bir sy € Y i¢in,

sk = M(sp—1) = M*(s0) (4.1)

ile verilen (sy) iterasyon algoritmasina Picard iterasyon algoritmas: denir (Picard,

1890).

Tanim 4.27. (Mann Iterasyon Algoritmasi)
(N, ||.]]) bir normlu lineer uzay, S C N, N uzaymin kapalt konveks bir alt kiimesi ve

M : S — S bir doniigiim olsun. Herhangi bir sy € S ve {u}.}7, C [0, 1] i¢in

Sk+1 = (1 _ﬂi)3k+ﬂ]1;M5k, n = 1727"' (42)

ile verilen iterasyon algoritmasina Mann iterasyon algoritmasi denir (Mann, 1953).
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Burada her £ € N igin {u}}2, = p'(sabit) ise Mann iterasyonu Krasnoselskij

iterasyonunun algoritmasina indirgenir.

Tamm 4.28. (Krasnoselskii Iterasyon Algoritmasi)
(N, |I-]) bir normlu lineer uzay, S C N, N uzayinin kapali konveks bir alt kiimesi ve

M : S — S bir doniisiim olsun. Herhangi bir sy € S ve u! € [0, 1] i¢in

Spr1 = (1 — pY)sy 4+ ' Msy, 4.3)

ile verilen iterasyona Krasnoselskij iterasyon algortimasi denir. Kolayca goriilebilir
ki 4! = 1 durumunda Krasnoselskij iterasyonu Picard iterasyonuna indirgenir

(Krasnoselskii, 1955).

Iki adimli Mann iterasyon algoritmasi olarak da adlandirilan Ishikawa iterasyon
algoritmasi, Mann iterasyon algoritmasinin pseudo-contraction doniisiimlerin sabit
noktalarina yakinsamasindaki basarisizlig1 tizerine, Mann iterasyon algoritmasinin bir
genellestirilmesi ve gelistirilmesi olarak 1974 yilinda Shiro Ishikawa tarafindan inga

edilmistir.

Tamm 4.29. (Ishikawa Iterasyon Algoritmasi)
(N, |I-]|) bir normlu lineer uzay, S C N, N uzayinin kapali konveks bir alt kiimesi ve
M : S — S bir doniigiim olsun. Herhangi bir iy, € S ve her k € N igin ¢ = 1, 2 olmak

tizere {u} }32, C [0, 1] reel dizileri alindiinda;
ss €S
Spr = (L= ) sy + M s (4.4)

2= (1— i)sk + 12 M s}

ile tanimlanan iterasyon algoritmasina Ishikawa iterasyon algoritmasi denir (Ishikawa,

1974).
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Tamm 4.30. (Noor Iterasyon Algoritmasi)
(N, |I-]|) bir normlu lineer uzay, S C N, N uzayinin kapali konveks bir alt kiimesi ve
M : S — S bir doniigiim olsun. Herhangi bir nj € S ve her k € Nigini = 1,2,3

olmak iizere {1 }32, C [0, 1] reel dizileri alindiginda;

nyes

(4.5)

ile verilen iterasyon algoritmasina Noor iterasyon algoritmasi denir (Noor, 2000).

Burada

(i) her k € Nigin p3 = 0,

(ii) her k € Nigin puf = pi = 0,

(ii7) her k € Nigin p2 = pi = 0 ve u) = p,

(iv) her k € Nigin g = 1 ve i = py =0,

(v) her k € Nigin pj, = 1 ve pi3 = 0

olmast durumunda (4.5) ifadesi sirasiyla Ishikawa, Mann, Krasnoselskii, Picard ve

Normal - S iterasyon algoritmalarina indirgenir.

Tamim 4.31. (S- Iterasyon Algoritmasi)
(N, |I-]|) bir normlu lineer uzay, S C N, N uzayinn kapali konveks bir alt kiimesi ve
M : S — S bir doniisiim olsun. Herhangi bir n} € S ve her k € Nigini = 1,2,3

olmak iizere {5 }2°, C [0, 1] reel dizileri alindiginda;
sg €S
b= (= ) Msh+ M5 6

sk = (1= p)sy + puiMs),

ile verilen iterasyon algoritmasi S - iterasyon algoritmasi olarak adlandirilmigtir

(Agarwal vd., 2007).
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Burada

(i) her k € Nigin puj = 1 ve pz = 1,
(ii) her k € Nigin pp = 1

olmasi durumunda (4.6) ifadesi sirasiyla Picard ve normal S - iterasyon algortimalarina

indirgenir.

(4.6) ile verilen S - iterasyon algoritmast Mann, Krasnoselskij ve Ishikawa iterasyon
algortimalarindan bagimsizdir ve farkli doniistim siniflarimin  sabit noktalarina
yaklasirken bahsedilen algortimalardan daha iyi performans gosterir. Bu sebeple S -
iterasyon algoritmasi ¢ok sayida arastirmaci tarafindan farkli matematiksel 6zellikleri

ve uygulama alanlar1 incelenmek tizere yogun bir sekilde caligilmustir.

2011 yilinda Sahu tarafindan S - iterasyon algoritmasi fikrinden esinlenilerek asagida

verilen nomal S - iterasyon algoritmasi tanimlanmagtir.

Tanim 4.32. (Normal S - Iterasyon Algoritmast)
(N, |I-]|) bir normlu lineer uzay, S C N, N uzayinin kapali konveks bir alt kiimesi ve
M : S — S bir doniigiim olsun. Herhangi bir sj, € S ve her k € Nigin i = 1,2, 3 i¢in

{1320 C [0, 1] reel dizileri alindiginda;

sg €S
Spe = Ms;, (4.7)
sk = (1= pi)sp + pMsy

ile verilen iterasyon algoritmast normal S - iterasyon algoritmasi olarak

adlandirilmistir (Sahu, 2011).

(Sahu, 2011)’ de normal - S iterasyon algoritmasinin Mann, Ishikawa, Noor ve
S - iterasyon algoritmalarindan daha etkili ve iistiin oldugu hem teorik hem de
sayisal sonuclarla gosterilmistir. Bu 6zelliginden dolay1, bu iterasyon algoritmasi ¢cok
sayida arastirmacinin ilgisini ¢ekmis ve farkli matematiksel yapilar cercevesinde cesitli
ozellikleri bakimindan detaylica incelenmis ve etkili bir matematiksel ara¢ olarak
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farkli disiplinlerde ortaya ¢ikan ¢ok sayida problemin c¢oziimiine basarili bir sekilde

uygulanmustir.

Tanim 4.33. (SP ve CR Iterasyon Algoritmasi)

(N, |I-]|) bir normlu lineer uzay, S C N, N uzayinin kapali konveks bir alt kiimesi ve
M : S — S bir doniigiim olsun. Herhangi bir p}, ¢} € S veher k € Nigini = 1,2,3
icin {u} 122, C [0, 1] reel dizileri alindiinda;

po €S
Phi1 = (1 — py)pi + . Mp, 4.8)
pr = (1 = p)pi + ppMpj,
\ i (1 = Nk)pk + :ukMpk
ve
( €S
cl 1— pub)e? + utMc?
k41 = ( #k) kT M VICE 4.9)

= (1—p)Te, + piMc;

L= (1= ey + piMey

sirastyla SP (Phuengrattana ve Suantai, 2011) ve C'R (Chugh ve Kumar, 2012)

iterasyon algoritmalar elde edilir.

Burada
) her k € Nigin p3 = 0,
ii) her k € Nigin pf = p3 = 0,

(i
(
(i17) her k € Nigin pi2 = p3 = 0 ve py = ut,
(iv) her k € Nigin pup = p' ve pi2 = i3 = 0
(v) her k € Nigin p}, = p' ve pi3 = 0
(vi) her k € Nigin puy = 1
olmast durumunda (4.8) iterasyon algortimasindan sirasiyla Thianwan, Mann,
Krasnoselskij, Picard, normal - S, S P* iterasyon algortitmasi elde edilir. Yine
(i) her k € Nigin u}, = p3 = 0,
(i) her k € N igin p, = 0,
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(i17) her k € Nigin pj, = 0 ve pi2 = 1
olmast durumunda (4.9) iterasyon algoritmasindan sirasiyla Picard, S ve normal-S

iterasyon algortimasi elde edilir (Kadioglu ve Yildirim, 2014).

Tanim 4.34. (T'TP Iterasyon Algoritmasi)

(N, ||.]]) bir normlu lineer uzay, S C N, N uzaymin kapalt konveks bir alt kiimesi ve
M : S — S bir doniigiim olsun. Herhangi bir p} € S ve her k € Nigin i = 1,2, 3 i¢in
{1t 332, C [0, 1] reel dizileri alindiginda;

po €S
P = (1 = ) Mpy, + 1, Mp}
| = i+
(P = (1= @)pp + piMpj,

(4.10)

ile verilen iterasyon algoritmasina 7"7'P iterasyon algoritmas: denir (Thakur vd.,

2014).

(Thakur vd., 2014) calismasinda (4.10) ile tanimlanan iterasyon algoritmasinin
biiziilme doniisiimlerinin sabit noktasina Picard, Mann, Ishikawa ve S - iterasyonu

da dahil diger bircok iterasyon algoritmasindan daha hizli yakinsadig1 gosterilmistir.

(Ullah veArshad, 2018) c¢aligmasinda biiziilme doniigiimlerinin sabit noktalarma S ve
Picard - S iterasyon algortimalarindan daha hizli yakinsamasini saglamak amaciyla
M - iterasyon algoritmasi olarak adlandirilan iterasyon algoritmasi asagidaki sekilde

tanimlanmugtir:

Tamim 4.35. (M - Iterasyon Algortimasi)
(N, ||-]|) bir normlu lineer uzay, S C N, N uzaymin kapali konveks bir alt kiimesi
ve M : S — S bir doniisiim olsun. Herhangi bir s{; € S ve her k¥ € N igin

{1z 132, C [0, 1] reel dizileri alindiginda;
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1
sy € S
1 2

Spp1 = Msy,

, (4.11)
s = Ms}

[ sk = (1= p)sg + e Msy
ile verilen iterasyon algoritmasina M - iterasyon algoritmasi denir (Ullah veArshad,

2018).

M - iterasyon algoritmasinin bir genellemesi olarak K * iterasyon algortimasi asagidaki

sekilde tanimlanmistir.

Tamim 4.36. (K* Iterasyon Algoritmasi)
(N, |I-]|) bir normlu lineer uzay, S C N, N uzaymin kapali konveks bir alt kiimesi
ve M : S — S bir doniisiim olsun. Herhangi bir s} € S ve her & € N igin
{1z 132, C [0, 1] reel dizileri alindiginda;

(4.12)
si = MI(1 = )i+ Ms}]

| 5= (1= 2)sh + Mt

ile verilen algortimaya K* iterasyon algoritmasi denir (Ullah ve Arshad, 2018).

(Ullah ve Arshad, 2018) daligmasinda K™ iterasyon algoritmasinin diger bircok
iterasyon algortimasindan daha hizli oldugu gosterilmistir. (Yu vd., 2021)
calismasinda, (3.5) esitsizligi ile tanimlanan M operatorii tarafindan iiretilen K*

iterasyon algoritmasina iligkin yakinsaklik ve kararlilik sonuglar1 elde edilmistir.

(Sahin, 2019) calismasinda M -iterasyon algoritmasi hiperbolik uzaylara agagidaki

sekilde uyarlanmigtir:

S, bir (Y, p, W) hiperbolik uzayin bos olmayan bir alt kiimesi, M : S — S bir
doniigiim ve herhangi bir sj € S ve her k € N igin {p;}32, C [0,1] reel dizileri
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alindiginda;

1
55 € S
1 are
Sp = My,
2 _ A3
sy = Msy,

si = W (Msy, s, i)

(4.13)

\

(Sahin, 2019) ¢alismasinda (4.13) ile tanimlanan M - iterasyon algoritmasinin, Osilike
tarafindan tanimlanan ve (3.6) sartin1 saglayan bir M operatoriiniin sabit noktasina
yakinsadig1 gosterilerek, bu iterasyon algoritmasinin zayif w?- kararhlifma ve M

operatoriiniin sabit noktalarinin veri baghiligina iligkin bazi sonuglar elde edilmistir.

24



5. BAZI SABIT NOKTA ITERASYON DIZILERININ ANALIZI

Tezin bu boliimiinde, Yu vd. (2021) ve Sahin (2019) tarafindan sirasiyla reel
normlu uzaylarda ve hiperbolik uzaylarda bazi sabit nokta iterasyon algoritmalarinin
yakinsaklik, kararlilik ve zayif w? — kararliliklarina iliskin sonuglar elde edilmistir ve

bu sonuglara iligkin bulgularimiz sayisal 6rneklerle desteklenmistir.

5.1. K* ve M - Iterasyon Algoritmalarmn Yakinsakhklar:

(Yu vd., 2021) ve (Sahin, 2019) calismalarinda sirasiyla asagidaki yakinsalik

teoremleri ispatlanmustir.

Teorem 5.1. (N, || - ||) bir reel normlu uzay ve M : N — N doniisiimii sabit noktasi
u* olan ve (3.5) sartim1 saglayan bir doniisiim olsun. i = 1,2 igin {p} }32, C [0, 1] reel
dizileri ve >y, pii; = oo olmak iizere, {uj, }2°, dizisi (4.12) tarafindan iiretilen bir
dizi olsun. Bu durumda {u}, }3° , dizisi u* noktasina kuvvetli yakinsar [Yu vd., (2021),

Theorem 3.1].

Teorem 5.2. (X, d, W) bir hiperbolik uzay, X hiperbolik uzaymin bos olmayan kapali
konveks bir alt kiimesi C' olsun ve (3.6) sartin1 saglayan bir M : C' — C operatorii
tek bir p sabit noktasina sahip olsun. {k,}, (4.13) tarafindan tretilen bir dizi ve {a, },
[0,1]” de >~ ° , @, = oo sartim saglayan bir reel dizi olsun. Bu durumda, {k,} dizisi

p’ ye kuvvetli yakinsar [Sahin, (2019), Teorem 4.4].

Bu boliimde Teorem 5.1 ve Teorem 5.2 de parametrik kontrol dizileri {izerine konulan

Y v o Meir = oo kasitlayicr sartt kaldirilarak bu sonuglar yeniden elde edilecektir.

Teorem 5.3. (N, || - ||) bir reel normlu uzay ve M : N — N’ ye sabit noktasi u*
olan ve (3.5) sartini saglayan bir doniisiim olsun. ¢ = 1,2 i¢in {u}2, C [0,1]
reel dizileri olmak iizere {u} }?°, dizisi (4.12) tarafindan iiretilen bir dizi olsun. Bu

durumda {u} }?°, dizisi u* noktasina kuvvetli yakinsar.
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Kanit. (4.12) ve (3.5) den

= ||(X = pi)ug + ppMu,
= |0 = g + i — pi” + g Muy,
H(l — p) (ug — u*) + g (Muy, — u*)

(1= i) i = U*H 4 | Mg, =]

e

IN

VAN

1= i) [[uy ; Hu/i

IN

(
(1 — pg + opz) Huk
(

11— ( H“k

ve

[k = wf| = MO — ) + g M) — o

O [|(1 = g, + pu” — ™ + Mg

< 8|0 - ) —U*>+ui(MUi—U*)
< 1—uk Huk HMuk
= H“k

J

1 — iy + Spy] ||

o(
01 — ) ||
[
= 01— (1 = )1 — (1 = 8)] ||y

elde edilir. Daha sonra benzer yolla

*

_ 2
= ||Muk

< O — (1= O)][1 = p(1 = )] [Ju — w7

1
Huk+1 —u

elde edilir. Son esitsizlige tiimevarim uygulanirsa,
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k
tgyy —w|| < PFDTT 1= gy (1= 08)] [ = pi2 (1= 0)] [Jug — 7] (5.1)

n=0

§ € [0,1) ve 0 < pp,pi < 1oldugu i¢in Vk € N, 1 — pl(1—45) < 1 ve
1—p2(1—946) < 1,Vk € Nolur. Bu durumda

Hu,lngl — || < §2HD Hué —u*||, Vk € N.
elde edilir.
Yukaridaki esitsizligin her iki tarafina limit uygulanirsa, limy_, Hu,lC g —uf| =0
elde edilir ki bu da u; dizisinin u* sabit noktasina kuvvetli yakinsadigini gosteririr.
]

Teorem 5.4. (X, d, W) bir hiperbolik uzay, X hiperbolik uzaymin bos olmayan kapali
konveks bir alt kiimesi C' olsun ve (3.6) sartin1 saglayan bir M : C' — C operatorii
tek bir p sabit noktasina sahip olsun. {k,}, (4.13) tarafindan tiretilen bir dizi ve {a, },

[0, 1]” de bir reel dizi olsun. Bu durumda, {k,, } dizisi p’ ye kuvvetli yakinsar.

Kamit. (W1),(5.19) ve Lemma 3.2 kullanilarak,

d(knt1,p) = d(Mly, p) < ad(ln, p) (5.2)
d(l,, p) = d(Mm,,, p) < ad(m,,p) (5.3)
ve

d(my,p) = d(W(Mkn, kn, o), p)

and(Mky,p) + (1 — a)d(kn, p)

anad(ky,p) + (1 — ay)d(kn, p)

(1 —a,(1 —a))d(kn,p) (5.4)

IN A
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elde edilir. (5.2), (5.3) ve (5.4) esitliklerinden

d(kni1,p) < a2(1 — ay(1 —a))d(kn,p)
< a*(1—an(1 —a))a®(1 — an(1 — a))d(ky,,p)
<
< (@) ]I = el (1 = a)ld(ko, p) (5.5)

elde edilir. @ € [0,1) ve 0 < ay, < 1 oldugundan Vn € Nigin 1 — o (1 — a) < 1 olur.

Bu durumda

d(kn41,p) < (a®)"d(Ko, p)

elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafina limit uygulanirsa,
Jim, dlr,7) =

elde edilir ki bu da n — oo i¢in k,, dizisinin p sabit noktasina kuvvetli yakinsadigini

gosterir. U
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5.2. K* Tterasyon Algoritmasina Iliskin Yakinsaklik Hiz1 Karsilastirmasi

Iki veya daha fazla sabit nokta iterasyon algoritmasinin belirli bir doniisiim sinifinin
ayni sabit noktasina yakinsadigi bilindiginde, en yiiksek yakinsama oranina ve en
hafif ig yiikiine sahip iterasyon algoritmasini se¢mek hem teorik hem de pratik agidan
biiyiik onem tagimaktadir. Boylece ele alinan problemi ¢6zmede kullanilabilen mevcut
iterasyon algoritmalarindan olusturulmug bir kiimeden, anilan 6zelliklere sahip olan
algoritma ile ¢aligmak istenilen ¢6ziimii bulmak i¢in yapilacak olasi aritmetik ve
mantiksal iglemlerin sayisin1 (veya bu amacla kullanilan bir bilgisayarin ¢alisma
siiresini) en aza indirgeyecektir. Objektif olarak boyle bir karar1 alabilmek igin

asagidaki kavramlara ihtiya¢ duyulmaktadir.

o0

n=0’

Tamm 5.1. {61} . {62}

sekilde iki iterasyon disizi olsun.

lim, ,o, OL = O; ve lim, .., ©2 = O, olacak

el-e,

B 0

ise, {O}} " dizisi {©2} ™ dizisinden daha hizl yakinsar denir (Brezinski, 2000).

o

n=0’

Tanim 5.2. {@}L}zozo, {e2}

disizi olsun. Her n € Nigin, {x}} ~ ve {x2}  pozitif sayilarm (sifira yakinsayan)

lim,, o, ©) = ©2 = ©* olacak sekilde iki iterasyon
iki dizisi i¢in,

oL — o

<kl ve ||©2 — O

2
< Ky

1
n

(Berinde, 2016)). Eger {«).} ™ . {2} " den daha izl yaknsar ise {©}}""  dizisi
©* noktasina {@i}zozo den daha hizli yakinsar denir (Berinde, 2004).

oldugunu kabul edelim (burada Vn € N igin k. ve x2 olasi en iyi iist simrlardir

(Rhoades, 1991) calismasinda Ishikawa iterasyon algoritmasinin, artan fonksiyonlarin
yada tersine; azalan fonksiyonlarin sabit noktalarina Mann iterasyon algortimasindan

daha hizli yakinsadigi ispatlanmistir. Diger taraftan; (Berinde, 2004) calismasinda
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keyfi Banach uzaylar1 c¢atis1 altinda, Zamfirescu operatorler simifi i¢in Picard ve
Mann iterasyon algoritmalarinin yakinsaklik oranlar1 karsilagtirlmistir. Zamfirescu
operatorler smnifi icin (Babu ve Prasad, 2006) calismasinda Mann iterasyon
algortimasinin Ishikawa iterasyon algortimasindan daha hizli oldugu gosterilmistir.
Kisa bir siire sonra, (Qing ve Rhoades, 2008) calismasinda, Babu ve Vara Prasad (Babu

ve Prasad, 2006) ¢alismasindaki iddiasinin yanlis oldugu gosterilmistir.

Biiziilme doniisiimleri icin, Picard iterasyon algortimasinin Mann iterasyon
algortimasindan daha hizli oldugu bilinmektedir. Burada bir soru ortaya ¢ikmaktadir;
biiziilme doniisiimleri i¢in, yakinsama hiz1 Picard ve Mann iterasyon algortimalarindan
daha hizli olan bir iterasyon algortimasi gelistirmek miimkiin miidiir? 2007 yilinda,
Agarwal, O’Regan ve Sahu tarafindan (Agarwal vd., 2007), yukaridaki soruya olumlu
bir cevap olarak S-iterasyon algortimasi tantmlanmustir. (Agarwal vd., 2007)’ de Picard
ve S - iterasyon algoritmalarinin, biiziilme doniisiimlerinin sabit noktalarina benzer
yakinsanlik hiziyla yakinsadiklari ve ayni1 doniisiim sinifi i¢in Mann, Ishikawa ve Noor

iterasyon algortimalarindan daha hizli yakinsadiklar1 gosterilmistir.

Burada dikkat ¢ekici bir durum s6z konusudur: Genelde, Picard iterasyon algoritmasi
geniglemeyen doniisiimlerin sabit noktalarina yakinsamaz. (Agarwal vd., 2007) ve
(Sahu, 2011)’ de calisilan iterasyon algoritmalari, biiziilme doniisiimleri icin daha hizli
yakinsaklik hizina sahiptirler. Ayn1 zamanda, bu iterasyon metodlar1 genigslemeyen

doniisiim siniflar1 i¢in de basarili bir sekilde ¢caligmaktadir.

(Sahu, 2011) caligmasinda biiziilme doniisiim sinifi i¢in .S - iterasyon algortimasindan
daha iyi performans gosteren normal - S iterasyon algortimasi tantmlanmigtir. (Chugh
ve Kumar, 2012)’ da C'R iterasyon algoritmasi tanimlanmistir ve bu algoritmanin
biiziilebilir doniisiim siniflar1 icin Picard, Mann, Ishikawa, Noor, SP ve S-iterasyon
algortimalarina denk oldugu ve ayni doniisiim siniflari i¢in yine bu algoritmalardan
daha hizli oldugu gosterilmistir. (Karakaya vd., 2016)° da biiziilme doniisiimii
siifi i¢in C'R iterasyon algoritmasiin SP* (Karahan ve Ozdemir, 2013) iterasyon
algortimasindan daha hizli oldugu gosterilmistir. (Abbas ve Nazir, 2014)’ de Agarwal’
in tanimladig1 iterasyon algortimasindan daha hizli ve daha iyi yeni bir iterasyon

algortimasi tanimlanmistir.
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Yakinsama orami iizerine yapilmis bir¢cok c¢alisma mevcut olup, [(Giirsoy vd., 2016),
(Khan vd., 2016)] ile verilen calismalar bunlardan bazilaridir. Son zamanlarda, (Giirsoy
vd., 2020)’ de Picard-S iterasyon algortimasinin Picard, Mann, Ishikawa ve S -
iterasyon algortimalarindan daha hizli oldugu gosterilmistir. (Chugh vd., 2021)’ de
C'R nin ya Mann, Picard, Ishikawa, Agarwal, SP ve Noor iterasyon algortimalarina
denk oldugu yada Banach uzayinda yar biiziilebilir tip doniisiimler i¢in bu iterasyon

algortimalarindan daha hizli oldugu iddia edilmistir.

(Yu vd., 2021) calismasinda (4.12) ile tanimlanan /* iterasyon algoritmasinin (3.5) ile
tanimlanan doniigiim sinifinin v* sabit noktasina, {u }7°, C [0, 1], 7 = 1, 2 reel diziler

olmak tizere

P €S,
pli+1 = Mpia
pi = (1 — m) P + 1 Mpj.,
|} = (1 — ) pp + i Mp}, forall k € N,

(5.6)

ile tamimlanan S P* iterasyon algoritmasindan daha hizli yakinsadigi gosterilmistir.

Teorem 5.5. (N, || - ||) bir reel normlu uzay ve M : N — N’ ye sabit noktasi u* olan
ve (3.5) sartin1 saglayan bir doniigiim olsun. 7 = 1,2 i¢in {u} }2°, C [0, 1] reel dizileri
> or o Meiz = oo sartini saglayan diziler olmak iizere {p}}3>, ve {u;},. (5.6) ve
(4.12) iterasyon algoritmalari tarafindan iiretilen diziler olsun. Bu durumda {u} }$2,
dizisi u* noktasina {p; }°, dizisinden daha hizli yakinsar [Yu vd., (2021), Theorem
3.3].

Bu boliimde Teorem 5.6 da parametrik kontrol dizileri iizerine konulan Yy~ pj 7 =

oo kisitlayicr sarti kaldirilarak bu sonuglar yeniden elde edilecektir.
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Teorem 5.6. (N, || - ||) bir reel normlu uzay ve M : N — N’ ye sabit noktas1 u* olan
ve (3.5) sartin1 saglayan bir doniigiim olsun. {u}}3°, ve {p}}2, sirasiyla (4.12) ve
(5.6) ile iiretilen diziler ve ug, pj # u* olsun. Bu takdirde {u}, }?2, dizisi u* noktasina

{pi}32, dizisinden daha hizli yakinsar.

Kanit. Teorem 5.3 deki (5.1) esitsizliginden

k
[ L0 = (= 0] [1 = (1= 8)] [Jug Y, vk e N.
n=0
esitsizligi gdz oniinde bulundurulsun.
(3.5) ve (5.6) ifadelerinden
lelc+1 —u) < 0 HPZ
< 01— (1=0)]|pi
< S[1—p(1=0)] [1—pi (1=0)]|pk
<
k
< ST —mn (0 =0)] [1 = w2 (1= 0)] ||m6 Y, Vk € N.
n=0

elde edilir. Buradan /i,(:) ve 5,22) sirastyla Hu,lf 41

tist sinir olup, limy /@',(gl) =limy,__. /ﬁ,(f) = 0 dir. Bu durumda, Tanim 5.3 icin tiim

—u* || icin birer pozitif

gereksinimler kargilanmis olur.
Simdi,

o]
sem |- b e

ile A, tanmimlansin.

Boylece
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5k+2 u(l)—u*
Ak‘ 1—7J,*
. +1 . V2)
lim = lim =0<1,
k—oo k k—o00 5k+1 u(l),u*
py—u*

elde edilir. Buda >~ Ay, serisinin yakinsak oldugu anlamina gelir.

LD
O halde, limj,_, oo A, = limy_, o HTSH = 0 sonucuna ulasilir. Tanim 5.1 den {Ii](:)}

dizisinin {5(2)} dizisinden daha hizli yakinsadigi, boylece Tanim 5.2 den {u,(:)}

dizisinin { Dy } dizisinden daha hizli yakinsadig: elde edilmis olur. [

Asagidaki 6rnekte tanimlanan 7' doniisiimiiniin bir biiziilme doniisiimii olmadigi,yari
kesin biiziilebilir doniisiim oldugu ve 7' doniisiimiiniin sabit noktasina yakinsadigi

gosterilmisgtir.

Ornek 5.1. S = [0, 1] uzay1 alisilmis metrik ile donatilmis olsun ve 7T : [0, 1] — [0, 1],
Tv = F ile tamimli bir dontisiim olsun. 7" doniisiimiiniin S uzayindaki v sabit
noktast v = 7+ ile hesaplandiginda [0, 1] araligina diigen kokii v = (v5 — 1)/2 ~

0.618033988 olarak elde edilir. v; # vy oldugunda,

|Tv1 — To| = vy — va| /|[(1+ 1) (1 + vy)

olmasi

|T’U1 —TU2|/|U1 —U2| = 1/|(1 —|—U1) (]_ —I—U2)| <1

olmasini gerektirir. Buradan, |Tv; — Tvy| < |v; — o] elde edilir. Boylece, T'

doniigiimiiniin S' uzayinda bir biiziilme doniisiimii olmadig: elde edilir.

Bununla birlikte Sekil 5.1, 7' doniisiimiiniin herhangi bir § € [0.618034, 1) i¢in (3.5)
sartin1 sagladigini gosterir.

Her k € Nigin, pp = pi = p3 = alindiginda ve her bir iterasyon i¢in 0.8

k+10f
baglangic degeri alindiginda; cesitli iterasyon algortimalarinin yakinsaklik durumlari

Cizelge 5.1. ve Sekil 5.2. de goriilmektedir.

33



Cizelge 5.1: Ornek 5.1. igin farkl: iterasyon algortimalarinin yakinsaklik

hizlarinin karsilastirilmasi

# iteasyon sayisl S Normal-S CR Picard-S K*
0 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8
1 0.563438674 0.580484164 0.587527981 0.639615752 0.626548978
2 0.636730509 0.626371958 0.623983442 0.620754250 0.618446952
3 0.611828608 0.616162026 0.616863223 0.618382033 0.618054890
4 0.620138126 0.618463819 0.618271872 0.618078907 0.618035088
5 0.617318635 0.617933513 0.617984439 0.618039829 0.618034049
6 0.618279171 0.618057885 0.618044559 0.618034752 0.618033992
7 0.617949493 0.618028213 0.618031684 0.618034088 0.618033988
10 0.618037558 0.618034076 0.618034016 0.618033988
13 0.618033832 0.618033988 0.618033988
19 0.618033988

# iterasyon sayisi Picard Mann Ishikawa Noor SP*
0 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8
1 0.555555556  0.722699880 0.730582998 0.729746825 0.596044416
2 0.642857141 0.679105885 0.688687472 0.687633216 0.620824628
3 0.608695653 0.654256412 0.663028749 0.662032296 0.617664249
4 0.621621622 0.639885756 0.647085147 0.646244532 0.618084977
5 0.616666667 0.631439704 0.637038324 0.636368867 0.618026693
6 0.618556700 0.626392527 0.630621554 0.630105309 0.618035069
7 0.617834395 0.623326616 0.626470258 0.626079526 0.618033824
10 0.618045111 0.619495877 0.620743540 0.620581775 0.618033988

0.618033988 0.618089961 0.618177720 0.618165526

19

5.3. K* ve M - Iterasyon Algoritmalarmm Kararhliklar

Kararlilik kavramu iizerine bazi ¢arpici sonuglar 1988 yilinda Harder ve Hicks (Harder
ve Hicks, 1988) tarafindan inga edilmistir. (Harder ve Hicks, 1988) calismasinda birinci
mertebeden diferansiyel denklem uygulamalarinin kararlilik sonuclari olusturulmustur.
(Osilike ve Udomene, 1999) calismasinda cesitli iterasyon metodlari i¢in kararlilik
sonuclart gelistirilmistir. Berinde (Berinde, 2007), Olatinwo (Olatinwo, 2008), Imoru
ve Olatinwo (Imoru ve Olatinwo, 2003), Karakaya vd. (Karakaya vd., 2013) ve daha
bir¢ok arastirmaci tarafindan Osilike ve Udomene (Osilike ve Udomene, 1999)’ de

verilen yontem uygulanarak bazi kararlilik sonuglari elde edilmistir.
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(Yu vd.. 2021) ve (Sahin, 2019)’ da sirasiyla asagidaki kararlilik teoremleri

ispatlanmustir.

Teorem 5.7. (N, ||-||) bir reel normlu uzay ve M : N — N’ ye sabit noktasi u* olan ve
(3.5) sartin1 saglayan bir doniigiim olsun. ¢« = 1,2 i¢in {u }3°, C [0, 1] reel dizileri ve
> re o Meiz = oo olmak iizere, {u},}7°, dizisi (4.12) tarafindan iiretilen bir dizi olsun.

{u} }52,, iterasyon dizisi M - kararlidir [Yu vd., (2021), Theorem 3.2].

Teorem 5.8. (X, d, W) bir hiperbolik uzay, X hiperbolik uzayinin bos olmayan kapali
konveks bir alt kiimesi C' olsun ve (3.6) sartin1 saglayan bir M : C' — C operatorii
tek bir p sabit noktasina sahip olsun. {k,,}, (4.13) tarafindan tiretilen bir dizi ve {c, },
[0,1]” de Y7, @, = oo sartim saglayan bir reel dizi olsun. Bu durumda, {k,} dizisi

M’ ye gore zayif w?- kararlidir [Sahin, (2019), Teorem 4.5].

Bu boliimde Teorem 5.7 ve 5.8 de parametrik kontrol dizileri {izerine konulan

Y reo pip? = oo kisitlayict sart1 kaldirilarak bu sonuglar yeniden elde edilecektir.

Teorem 5.9. (N, || - ||) bir reel normlu uzay ve M : N — N’ ye sabit noktasi u*
olan ve (3.5) sartini saglayan bir doniisiim olsun. ¢ = 1,2 i¢in {u}}2, C [0,1]
reel dizileri olmak iizere {u} }7°, dizisi (4.12) tarafindan iiretilen bir dizi olsun. Bu

durumda {u} }?°, dizisi M - kararhdir.

Kamit. {7}, N uzayinda keyfi bir dizi ve ¢, = M[(1 — pi)ve + mMy), % =
(1 — p3)7, + p2 My, oldugunda, £, € RT agagidaki sekilde tanimlansin;

er = ||Thpr — MGl|, VkeN (5.7)

limy o &, = 0 olsun. limy,_,, 7, = u* oldugu gosterilecektir. 6 € [0,1), Vk € N icin

0<pp,pz <1, 1—pp(1-0) <1,1—pi(1-90) < 1ve(4.12), (3.5) ve (5.7) iterasyon
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ve esitsizlikleri kullanilarak

”Tk+1 —U*H

IN

IN

IA

IN

IN

IN

IN

IN

IN

IN

*

7es = i || + ks —w

*

171 — Mgl + || M — —u

*

€k+5H§k—uiH+25Huz —u
en+ 0| (1= ) v+ Mye — [(1— ) uj + ppMug] |

+20 || (1 — pp) up + pp M,

*

—Uu

e+ 6 (1= pd) [l — ]| + S || My — M|
+26 (1= pg) |Jui — || + 262y, || uid — u*]]

*

+26 ||uj —u
en+ 0 (1—m) (1= )|
+20° (1 — i) o |
126 [1 — pab (1= 8)] [[u — ]| + 26 [Jud — || + [|ubsy — |
e+ 8 (1—p) (1-12) |
+26 (1 — i) 13 |
+0% i || 7o — || + 20% i ||
+26 [1— py, (1= 6)] ||ui
en+0 [1— e (1=0)] [L—pp (1= 0)] I — |
+0 [1— i (1= 8)] [1 = pii (1 = 0)] ||y
+20% (1 — ) i |
+262p} ||

(1= pme) o || 7o — e

i [l = k|| + 26% g [| o

(1= po) i |7 — g

i (1= 122) (7 = i

i, || ui

*

— U

st ||k
[1— i (1= 0)] ||z, — w

*

—Uu

+26 ||ug
en+ 0 [1—py (1= 0)] [1 = pg (1= 0)] fIme — u”|
+6 1=y (1= 08)] [1 = pz (1= 8)] ||y, — u*|
+26° (1 — ) g ||ug — w*
+26%, [1 = pj (1= 6)] ||y,
+26 [1 =, (1= 8)] [1 = pg (1 = 8)] ||y
+%W1—Mﬂfﬁﬂh—uﬂ ) [luk = ]| + ks — |

1

k

—u*|| +ex, Vk € N.

it — o

8 |7 — w*|| + 11 [Juy, —
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elde edilir. pg, o ve a;

Pk :11‘}ui—u* +Hu,£+1—u*H+5k20
o =|m—u|>0
a : =06€]0,1),Vk eN.

*

ile tamimlansin. Teorem 5.3 den, limy__, . Hu,lﬁl —u*|| = limy_oo |Jup —u*|] = 0
elde edilir. limg_,, ¢ = 0 i¢in limg_, o, pr = 0 yazilabilir. [(Liu, 1990) Lemma,
sayfa 302] sartlar1 saglandig igin, limy,_, o pr = limg__o |7 — w*|| = 0 oldugu elde

edilir.

Tersine, limy,__,o ||7%|| = w* olsun. limy__,, £, = 0 oldugu gosterilecektir. § € [0, 1),
VEeNigin 0 < pp,p2 < 1,1 —pp(1—0) <1,1—p2(1—6) < 1ve(4.12), (3.5) ve

(5.7) iterasyon ve esitsizlikleri kullanilarak,

er = Imens — Maill < [[7ier — upp || + || Mui; — M|
< i = k]| + 3k = sl + 26 o — w7
< s — | + 6 [0k (1= 0)] [l - i
+20 [1 =y (1= 0) + 0] [l — || + 26 [l — v’
< e —wpa ||+ 0 [T =y (L= 8)] [1 = i (1 = 0)] ||ug — 7]
+20% [1 =y, (1 = 8)] pj. [I7o — wl|
428 [1— b (1= 8) +0pb] [1 — 12 (1 = )] |7 — |
#2067 [1 = i (1= 8)] [L = i (1= 0)] ||mi —
O I i T I e i I e T [ [ T I /X

elde edilir. Burada, s¢; dizisi Vk € Nigin », = 2[3 — pz (1 —20)] € [2,4] seklinde
tanimlanan pozitif sayilarin sonlu bir dizisidir. limy_, ., 7% = u* ve Teorem 5.3 den
limy,__ oo u,lg = wu* elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte her iki tarafa limit uygulanirsa,

limy_,o €x = 0 elde edilir. Boylece, {u} } dizisinin M -kararl oldugu sonucuna varilir.

]
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Teorem 5.10. (X, d, W) bir hiperbolik uzay, X hiperbolik uzayinin bog olmayan
kapal1 konveks bir alt kiimesi C' olsun ve (3.6) sartin1 saglayan M : C' — C' operatorii
tek bir p sabit noktasina sahip olsun. {k,}, (4.13) tarafindan iiretilen bir dizi ve {a, },

0, 1]” de bir reel dizi olsun. Bu durumda, {k,,} dizisi M’ ye gore zayif w? - kararhdir.
[0,1] ye g y

Kamit. {k,}, (4.13) tarafindan iiretilen bir dizi ve {p, } dizisi {k,}, dizisinin bir denk
dizisi olsun. ¢, = Mr,, r, = W(Mpy,pp,ay,) ve lim, e, = 0 olsun. ¢, =

d(pp+1, Mgqy,) oldugunu kabul edelim. (4.13), (3.7) ve tiggen esitsizligi kullanilarak

d(pn+17p) S d(pn-i-h kn+1) + d(kn+1ap)

S d(pn—f—h MQn) + d(qu, Mln) 1 d(kn+lap)

< ep+ad(l,,q,) + Ld(l,, Ml,) + d(k.s1,p) (5.8)
d(l,, q,) = d(Mm,, Mr,) < ad(my,r,) + L.d(my,, Mm,,) (5.9
ve

d(mm Tn) - d<W(Mkm km Oén), d(W(Mpm DPn, an))

IN

and(Mky,, Mp,) + (1 — ay,)d(kn, pn)

IN

apla.d(ky, pn) + L.d(ky, Mk,)] + (1 — o) d(kn, pn)
(1 —a,(1 —a))d(kn,pn) + anL.d(k,, Mk,) (5.10)

ifadeleri elde edilir. (5.8), (5.9) ve (5.10) esitsizliklerinden,

d(ppi1,p) < e+ a2(1 —a,(1—a))d(kn,pn) + a2anL.d(kn, Mk,,)
4 aL.d(mn, Mmy) + Ld(Ly, ML) + d(kn1, p) (5.11)
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yazabiliriz. Teorem 5.4 den lim,,_, o d(ky,41,p) = 0 dir. Lemma 3.2 den

IN

d(kn,p) + ad(p, k)
< (1+a)d(ky,,p)

elde edilir ve buradan lim,, . d(k,, Mk,) = 0 olur.

(5.3) ve (5.4) esitliklerinden

lim d(l,, Ml,) = lim d(m,, Mm,) =0

n—oo n—o0

elde edilir. {k,} ve {p,} denk dizi olduklarindan, lim, ,. d(k,,p,) = 0 di.
(5.11) esitsizliginde her iki tarafin limiti alinirsa ve lim, ,., £, = 0 yaklagimi ile

lim,, 00 d(pri1,p) = 0 elde edilir. Boylece {k,}, M’ ye gore zayif w? - kararli olarak
elde edilir. L]
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5.4. K* ve M - Iterasyon Algoritmalarmnin Veri Baghhklar:

Bircok durumda mevcut analitik yOntemler, bir doniisiimiin sabit bir noktasini
hesaplamada yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle, s6z konusu doniisiimiin sabit noktasini
hesaplamak yerine, sabit noktalar1 kolayca hesaplanabilen bagka bir doniisiim
yardimiyla, sabit noktasi hesaplanmak istenilen doniisiimiin sabit noktasinin yerini
belirlemek i¢in bir yaklasimda bulunulabilir. Sabit noktalarin “Veri Baglhlig1”
ad1 verilen bu yaklagim, ilging uygulamalar1 nedeniyle, son zamanlarda bir¢ok
aragtirmacinin ilgisini ¢gekmis ve yogun bir sekilde caligilmaktadir [(Markin, 1973),
(Murasen ve Rus, 1998), (Bridson ve Haefliger, 1999), (Berinde, 2003), (Petrusel
ve Espinola, 2005), (Soltuz ve Grosan, 2008), (Olatinwo, 2009), (Chugh ve Kumar,
2012), (Karakaya vd., 2013), (Karakaya vd., 2013), (Ullah ve Arshad, 2018), (Ertiirk
ve Giirsoy, 2019), (Giirsoy vd, 2019)].

K™ iterasyon algoritmasina iligkin veri baglilig1 sonucu asagida verilmistir.

Teorem 5.11. (N, ||.||) bir normlu uzay ve M : N — N ye tamimlanan, sabit noktasi
u* olan ve (3.5) sartin1 saglayan bir doniigiim ve M:N = N , M doniistimiiniin
yaklagik bir doniistimii olsun. Yani, v € N i¢in HM u— M u” < € olacak sekilde bir
€ > 0 vardir. i = 1,2 igin {u }7°, reel dizileri olmak iizere {u;} (4.12) ile iterasyon

algoritmast tarafindan iiretilen bir dizi ve {u; } da

4
up €S
uk+1 = Muk,

. (5.11)
W =M (1 - Mk)“k +:ukMuk] ;

ile taniml1 iterasyon algoritmasi tarafindan iiretilen dizi olsun. limy_, H}C = u* ise

e > 0 i¢in

~ 1+ 62
o - < (755 )

elde edilir.
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Kanit. (4.12), (3.5) ve (5.11) iterasyon ve esitsizlikleri kullanilarak,

IN

ko = Tha| < (|6 — 2| + || vriit — 27

IN

8 ||ui — upl| + 26 ||ui (5.12)

2~ = ||M [ — b + ) = BT [(1— ) T + b 00|
|2 [0 = pad) i + ] = M (1= pad) @+t M|

+ HM [ (1— ) @ + u}ﬁj\?ﬂ MM [(1 — ) T+ M;Maﬁ] H

IN

IN

w — )l + M — (1 — ) @ — pl M
+26 || (1 = 1) wp + pp M)
0 (1= gy, (1= 0)] [Jusp — | + 20, [
+26 [1— g (1= )] ||ui — u*|| + ¢, (5.13)

IN

i = M (1= ) i + Mg

< S |[(1 = pg) wi + M

< 01— (1= 0)] i (5.14)
Hui_ak” = H 1—Mk Uk+MkMUk (1—Mi) MkMUkH

< [1—pi(1=96 }Huk—uk”—f—%ukHuk , (5.15)
ve
o = || = [1 = i (1= )] u (5.16)
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elde edilir.

(5.12), (5.13), (5.14), (5.15) ve (5.16) esitsizlikleri birlestirilerek,

Juber || < @ {(1—u2) [1— b (L= 8)] + b} [|uf —
+26% 0 [1— pp (1= 0)] ||ug — u*
+462 [T = pp (L =8)] [1 = i (1 = 6)] [|ug — w*

20 kg ok =

+0% (1 — i) pie + 6° e + 0% puye + e + €

elde edilir.

Her k € Nigin, 6 € [0,1)and 0 < puj, pi2 <1, 1—pp (1—-6) <L, 1—p2(1—0) <1
oldugu i¢in, (5.16) esitsizliginden

g1 = Ty || < 0% |ug — @] + (26* + 267 + 46°) |Juy, — u”|| + 0%€ + 0%€ + de + €.
(5.17)
elde edilir.
Teorem 5.3 den limy,_,. u; = wu* dir ve lim;_,, u;, = @* oldugundan, (5.17)
esitsizliginde her iki tarafin limiti alinirsa,
|u* —a*|| < 6% ||u* —a*|| + 0% + 6%€ + de + e,
veya
~ 1+ 62

* _ * < .
o - < (155 )«
oldugu elde edilir. 0
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Asagida verilen 6rnekte, v* sabit noktasinin veri baglilig1 incelenmistir.

Ornek 5.2. S = [0, 1] uzay1 aligilmis metrik ile donatilmis olsun ve 7" : [0, 1] — [0, 1],

Tv = HLU ile tamiml1 bir doniisiim ve T:5—8 doniisiimii de
~ 24420 +24.41
Tv = v ;5+ — lim arcsinh <7T4—U> . (5.18)

olarak tanimlansin.

T dontigiimiiniin sabit noktast v* = 0.624321324 dir. M athematica paket programi

araciligi ile

sup

Tv — TU‘ — 0.0368247
vel0,1]

oldugu elde edilir. Bu sonugta her v € [0, 1] igin ‘TU — fu‘ < e = 0.0368247
olmasini gerektirir. Boylece T operatorii 1" operatOriiniin yaklasik operatorii olarak
gozoniine alinabilir. Ornek 5.1 de (4.12) iterasyon algortimasinin 0.618033988 = v* =
Tv* noktasina yakinsadigi goriiliir. Diger yandan (5.18) de tanimlanan T operatorii
tarafindan iiretilen (5.11) iterasyon algoritmasi u, = 0.8 € S baglangi¢ noktasi ve
pl = p2 = — _ vk e N, dizileri icin 0.624321324 = 0* = T noktasina yakinsar

k410410’
(bkz. Cizelge 5.2).

Simdi, [v* —U*| = 0.00628734 elde edilir. Bununla birlikte, 7* noktasini bilmeden
ve hesaplamadan, Theorem 5.9 un sonucunu kullanarak |v* — 0% i¢in bir st sinir

asagidaki sekilde hesaplanabilir:

_ 1+ (0.618034)?
lv* — %] < < 1+ (o 618034) > x 0.0368247 = 0.133233.
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Cizelge 5.2: Ornek 5.2 icin (5.11) iterasyon algoritmasinin yakinsaklik hareketleri

# iterasyon sayist  (5.18) denklemindeki (5.11) ile tanimlanan 7" iterasyon degerleri

0 0.8

0.636212670
0.625157924
0.624383094
0.624326092
0.624321699
0.624321349
0.624321326
0.624321324

00 ON N BN =

(Sahin, 2019) calismasinda Hiperbolik uzaylarda veri baglhiligi sonucu asagidaki

teoremde verilmistir.

Teorem 5.12. (X,d, W) bir hiperbolik uzay, X hiperbolik uzayinin bos olmayan
kapali konveks bir alt kiimesi C' olsun ve (3.6) sartin1 saglayan bir M : C — C
operatorii tek bir p sabit noktasina sahip olsun. {k, }, (4.13) tarafindan iiretilen bir dizi
ve {a,}, [0,1] de 32°° v, = oo sartim saglayan bir reel dizi olsun. M : C' — C

operatorii, verilen bir ¢ > 0 icin, M’ nin yaklagik operatorii ve 5, M’ mn bir sabit

noktasi olsun. {k,} dizisi,

ko € C
];'n+1 = Min
l, = M,
My = W (Mky, kn, o), Y0 >0

(5.19)

\

iterasyon algoritmasi tarafindan iretilen bir dizi olsun. k, dizisinin §’ ye yakinsak

oldugu kabul edilsin. Bu durumda, § € [0, 1) igin

(62 4+ 8+ 1)e

p) <
dp.p) S ——5
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dir [Sahin, (2019), Teorem 4.6].

Simdi (Sahin, 2019)’ da parametrik kontrol dizileri iizerine konulan ) > v, = o0

sart1 kaldirilarak veri baglilig1 sonucu yeniden elde edilecektir.

Teorem 5.13. (X,d, W) bir hiperbolik uzay, X hiperbolik uzayinin bos olmayan
kapali konveks bir alt kiimesi C' olsun ve (3.6) sartin1 saglayan bir M : C — C
operatorii tek bir p sabit noktasina sahip olsun. {k, }, (4.13) tarafindan iiretilen bir dizi
ve {an}, [0,1] de bir reel dizi olsun. M : C' — C' operatérii, verilen bir € > 0 igin,
M’ nin yaklagik operatorii ve 5, M’ nin bir sabit noktasi olsun. {k,} dizisi, (5.19) ile
iiretilen bir dizi olsun. k,, dizisinin §’ ye yakinsak oldugu kabul edilsin. Bu durumda,

5 €[0,1) igin

dir.

Kanit. (4.13), (3.6), (5.19) ve (W4)’ den her n € N igin

d(kn+1;kn+1) = d(Mln7Ml~n)

< d(Ml,, Ml,) + d(MI,, Ml,)

< 6d(ly, 1) 4+ Ld(Ml,, Ml,) + €

= 6d(Mmy, M2,) + Ld(l,,, M1,) + ¢

< §{d(Mmy,, Mn,) + d(Min,, Min,)} + Ld(l,, M1,) + €
< 82d(my, M) + 6Ld(my,, Mm,) + 0e + Ld(l,, M1,) + €

= B2d(W(Mky, kn, an), W(Mky, kn, o)) + 6 Ld(my,, Mm,,) +
de + Ld(l,, M1,) + €
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IN

0 d((Mbky, Mky) + (1 — au)d (K, k)Y + 6 Ld(my,, Mm,,)
de + Ld(l,, Ml,) + €
S {d(Mky,, Mk,) + d(Mky,, Mk,)} + 6%(1 — a,)d(kn, k) +

IA

SLd(mn, Mm,) + ¢ + Ld(l,, M1,) + €

0% {d(kn, kn) + Ld(ky, Tky)} + 02cne + 62(1 — a )d(kn, k) +

IN

SLd(my, Mmy,) + de + Ld(l,, Ml,) + €
= 01— an(1 — 0)d(kn, kn + 0%, Ld(kn, Mky,) + 0 Ld(m.,, Mm,,) +
+Ld(ly, Ml,,) + (8%, +0 + 1)e (5.20)

oldugu elde edilir. Ayrica, her n € N i¢in

<1l 1—a,(1-6)<1

oldugundan, (5.4.) esitsizligi

(ki1 knsr) < 6%d(kn, ky) + 0% Ld(ky,, Mk,) +
SLd(my,, M1,) + Ld(L,, M1,) + (6%, + 6 + 1)e (5.21)
olarak yazilabilir.

Simdi ise metrikler icin liggen esitsizliginin, (W1) sartinin, (4.13) esitsizliginin, (3.7)
iterasyon algoritmasinin ve her ¥n € N i¢in 1 — «,(1 — §) < 1 gerceginin

kullanilmasiyla, her Vn € N icin,

d(k,, Mk,) < d(k,,p)+dMp, Mk,)

A

d(kn,p) + 0d(p, kn) + Ld(p, Mp)
(1+ 8)d(ky, p) (5.22)
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d(mp, Mmy,) < d(my,p) +d(Mp, Mm,,)
< d(my,p) + 0d(p,my) + Ld(p, Mp)
= (1+0)d(ma,p)
= (14 8)dW (Mky, ky, an)p)
< (L4 0)(andd(p, kn) + anLd(p, Mp) + (1 — o) d(kn, p))
= (1481 — an(l = 0)]d(kn,p) (5.23)
d(ln, M1,) < d(ly,p) +d(Mp, Ml,)
< d(ly,p) + 0d(p,ln) + Ld(p, Mp)
= (1 +0)d(ln,p)
= (1+0)d(p, Mms,
< (1+0)dd(p,mn) + (14 0)Ld(p, Mp))
= (146)0[1 — a,(1 —6)|d(kn,p)
< (14 0)dd(kn, p) (5.24)
oldugu elde edilir. Teorem 5.4 den ve lim, o d(kn,p) = 0 oldugundan, metrik

fonksiyonunun siirekli oldugu gercegi gbz Oniine alinarak, (5.22), (5.23) ve (5.24)

esitsizliklerinin her iki taraflarinin limitinin alinmasiyla,

lim d(kn, Mk,) = lim d(my, Mm,) = lim d(l,, Ml,) =0 (5.25)

n—oo n—0o0 n—oo

sonucu elde edilir. Boylece, (5.21) esitsizliginin her iki tarafinin limiti alinir ve (5.25)

de elde edilen ifadeler ve n — oo iken k,, — p gercegi ile k, — p kabulii kullamlirsa,

d(p,p) < 6%d(p,p) + (6 + 0+ 1)e
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oldugu elde edilir.

Burada 6nemli baz1 durumlarin 6zellikle belirtilmesi gerekmektedir.

Not 5. Sahin’ in (Sahin, 2019) calismasindaki Teorem 4.4, Teorem 4.5 ve Teorem
4.6’ da «, dizisinin iizerine konulan ) >° j«, = oo kisiti, (4.13) ile verilen M -
iterasyon algoritmasinin, (3.7) sartin1 saglayan bir 7' doniisiimiiniin sabit noktasina
yakinsamasinmi garanti etmistir. Dolayisiyla Teorem 5.13” te de kullanilan bu kisitlama

gerekli degildir.

Not 6. Sahin tarafindan (Sahin, 2019) calismasinda Teorem 4.6’ nin ispatinda

kullanilan ve bu teoremin ispatlanmasinda anahtar rol oynayan Lemma 3.3’ de

tutarsizlik bulunmaktadir, cilinkii, lim,, ,. supa, ve lim, .., supt,’ in varhi§1 her
2

zaman garanti edilememektedir. Ornegin, her n € N igin t, = n? + g, ™ = £ Ve

a, = n olarak alinir ve (11)’ de yerlerine konulursa,

2 2 5 3 2
1<<1——> —<2 _>:_ “n2a1
n+1< 5n+5n+2 5n—|—5n+

veya

2
0< gn(n— 1)

esitsizligi daima dogru olur. Boylece Lemma 3.3’ nin tiim sartlar1 saglanir. Bununla
birlikte, kolayca goriilecegi tizere lim,, ., sup o, ve lim,,_,,, supt,, degerleri mevcut
degildir.

Not 7. Sahin’ in (Sahin, 2019) calismasinda Teorem 4.6’ nin ispatinda kullandigi
Lemma 3.3, Teorem 5.13° iin ispatinda kullanilmamistir. Haliyle, Teorem 5.13” in
ispatinda kullanilan teknik, Sahin tarafindan [(Sahin, 2019), Teorem 4.6]’ iin ispatinda

kullanilan teknikten farklidir.
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(o)
o

0.5

Sekil 5.1: Ornek 5.1° deki T doniisiimiiniin bir yar1 kesin biiziilebilir doniisiim
oldugunu gostermektedir. Mavi ile gosterilen dogru (3.5) sartinin sag
kismini, kirmizi ile gosterilen egri ise (3.5) sartinin sol kismini

temsil etmektedir.

49



0.80 —
—=—S lter. Algor.
- —e— Normal-$ Iter. Algor.
—— CR Iter. Algor.
v Picard-$ Iter. Algor. 0.7 -
0.75 — —&— K" Iter. Algor. g
—<— Picard Iter. Algor. S
—»— Mann Iter. Algor. $
7 —e— Ishikawa Iter. Algor. g
—=— Noor Iter, Algor. o
0.70 —a— SP* Iter. Algor. o8-
3
2
> :
b _
© Numbers of lleration
2 065
—— o
0.60 =

Numbers of Iteration

Sekil 5.2: Ornek 5.1 icin farkl iterasyon algoritmalarinin yakinsaklik hareketleri
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasinin besinci boliimiinde Teorem 5.3 de normlu uzaylarda K™ iterasyon
algoritmasindan elde edilen dizinin yar1 kesin biiziilebilir doniisiimiin sabit noktasina,
Teorem 5.4 de hiperbolik uzaylarda M iterasyon algoritmasindan elde edilen dizinin
biiziilebilir tip doniisiimiin sabit noktasina kuvvetli yakinsadigi gosterilmistir. Teorem
5.6 da K™ iterasyon algoritmasinin SP* iterasyon algoritmasindan daha hizli
oldugu gosterilmistir. Teorem 5.9 ile normlu uzaylarda alinan yar1 kesin biiziilebilir
doniistimiin M - kararli oldugu, Teorem 5.10 ile hiperbolik uzaylarda alinan biiziilebilir
tip doniigiimiin w? - kararl oldugu elde edilmistir. Teorem 5.11 ve Teorem 5.13 de sabit

noktalarin veri bagliligi sonucu elde edilmistir.

Ornek 5.1 de kesin biiziilebilir bir doniisiimiin biiziilme doéniisiimii olmadig
gosterilmistir. Dordiincii boliimde tanimlart verilen iterasyon algoritmalarmin Ornek
5.1. de tamimlanan doniisiim altinda yakinsaklik hizlari incelenmistir. Ornek 5.2 de ise

Ornek 5.1 de tamimlanan doniisiimiin veri baglilig1 incelenmistir.

Bundan sonraki siirecte, elde ettigimiz sonuclar 1s181inda tezde ele alinan iterasyon
algoritmalarinin c¢esitli modofikasyonlarinin, varyasonel esitsizlik ve optimizasyon

problemlerinin ¢oziimlerine uygulanmasi yapilabilecektir.
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