T.C.ISTANBUL TICARET
UNIVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

CESARO TiPLi BAZI DiZi UZAYARININ
GEOMETRIK OZELLIiKLERI

Zhamile ASKEROVA

Damisman:

Prof. Dr. Necip SIMSEK

YUKSEK LiSANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI
ISTANBUL - 2018



KABUL VE ONAY SAYFASI

Zhamile ASKEROVA tarafindan hazirlanan ”Cesaro Tipli Baz1 Dizi Uzay-
larinin Geometrik Ozellikleri” adl tez caligmasi 16/02/2018 tarihinde agagidaki
jiiri iiyeleri 6niinde basgari ile savunularak, Istanbul Ticaret Universitesi Fen Bilim-
leri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali'nda YUKSEK LISANS TEZI olarak
kabul edilmistir.

Danigsman Prof. Dr. Necip SIMSEK /%W‘/(

Istanbul Ticaret Universitesi

Jiiri Uyesi Prof. Dr. Hamdullah SEVLI

Istanbul Ticaret Universitesi

Jiiri Uyesi Dog. Dr. Yusuf ZEREN

Yildiz Teknik Universitesi

Onay Tarihi: 462 /2048

R/
Prof. Dr. Nemp SIMSEK
Enstiti Mudiirua



AKADEMIK VE ETIK KURALLARA UYGUNLUK
BEYANI

Istanbul Ticaret Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, tez yazim kurallarma uygun
olarak hazirladigim bu tez caligmasinda,

e tezicindeki biitiin bilgi ve belgeleri akademik kurallar ¢ercevesinde elde ettigimi,

e gorsel, isitsel ve yazili tiim bilgi ve sonuglar1 bilimsel ahlak kurallarina uygun
olarak sundugumu,

e baskalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda ilgili eserlere bilimsel norm-
lara uygun olarak atifta bulundugumu,

e atifta bulundugum eserlerin tiimiini kaynak olarak gosterdigimi,
e kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigima,

e ve bu tezin herhangi bir boliimiini bu iiniversitede veya basgka bir tiniversitede
bagka bir tez ¢aligmasi olarak sunmadigimi

beyan ederim.

16/02/2018

Zhamile ASKEROVA



ICINDEKILER

ICINDEKILER

OZET

ABSTRACT

TESEKKUR

SIMGELER VE KISALTMALAR

1

5

6

GIRIS VE LITERATUR OZETI

1.1  Literatur Ozetl . . . . . . . . . .
1.2 Tezin Amact . . . . . . . .

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Tanim ve Teoremler . . . . . . . . ... .. ... ... ....
2.2 ces[(pn), (¢n)] Dizi Uzaylari . . . . .. ... ... .. ...
2.3 ces(X,pn,qn) Dizi Uzaylart . . . . . ... ..o

MODULER UZAYLAR VE OZELLIKLERI
ces|(pn), (¢,)] UZAYININ BAZI GEOMETRIK OZELLIKLERI
ces(X, pn,qn) UZAYININ BAZI GEOMETRIK OZELLIKLERI

SONUC VE DEGERLENDIRME

KAYNAKLAR

OZGECMIS

ii

iii

iv

10

12

21

26

29

31



OZET

Yiksek Lisans Tezi

CESARO TIPLI BAZI DiZi UZAYLARININ GEOMETRIK
OZELLIKLERI

Zhamile ASKEROVA

Istanbul Ticaret Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisu
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Necip SIMSEK
2018, 30 sayfa

Bazi1 dizi uzaylarinin geometrik ozelliklerinin incelendigi bu tez beg béliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde Banach dizi uzaylarina ait bazi geometrik ozelliklerle ilgili caligmalara
ait literatiir bildirisi verilmistir.

Ikinci boliim, tezin ilerleyen kisimlarinda kullanacagimiz temel kavramlara ayrilmigtir.
Uciincii boliimde modiiler uzaylar ve baz 6zellikleri incelenmistir.

Doérdiincii ve beginci boliimlerde sirasiyla, ces[(pn), (gn)] ve ces(X, pn, ¢,) uzaylarinin
baz1 geometrik ozellikleri incelenmistir.

Sonug ve Degerlendirme kisminda ise adi gegen uzaylarla ilgili olarak elde edilen tiim
ozellikler siralanmistir.

Anahtar Kelimeler: Geometrik ozellikler, dizi uzaylari, Kadec-Klee 6zelligi, ro-
tundluk.
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ABSTRACT

Master Thesis

GEOMETRIC PROPERTY OF SOME CESARO TYPE SEQUENCE
SPACES

Zhamile ASKEROVA

Istanbul Commerce University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Necip SIMSEK
2017, 30 pages

This study, which deals with the geometrical properties of some sequence spaces,
consists of five chapter.

In the first chapter, a literature review of studies concerned with Banach space
geometry.

In the second chapter, the basic concepts that used in the other chapters.
In the third chapter, modular sequence spaces and its’s some properties is given.

In the fourth and fifth chapter, some geometrical properties of the sequence spaces
ces[(pn), (¢,)] and ces(X, p,, q,) are investigated.

In the Results and Evaluation part, all of the geometrical properties results of the
spaces which are proved in the fourth and fifth chapter are listed.

Keywords: Geometric properties, sequence spaces, Kadec-Klee property, rotundity.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Reel sayilar kiimesi
konveks modiiler
Modiiler uzay
Luxemburg normu
Amemiya normu
Cesaro dizi uzay1
Genellestirilmig Cesaro dizi uzay1
Reel say1 dizisi
Dogal sayilar kiimesi
Cisim

X in birim yuvari

X in birim kiiresi



1 GIRIS VE LITERATUR OZETI

1.1  Literatiir Ozeti

Son zamanlarda belirli dizi uzaylar1 ve bunlarin geometrik ozelliklei ile ilgili birgok
caligmalar yapilmaktadir. Bu uzaylarin topolojik ozelliklerinin yaninda geometrik
ozellikleri de biiyiik 6nem kazanmistir. Teze konu oldugu kadariyla ilgilendigimiz
bazi dizi uzaylari ile ilgili yapilmig olan ¢aligmalardan bazilar1 agagida verilmistir.

Cesaro dizi uzaylar (ces,) ozellikleri pek ¢ok caligmaya konu olmustur. 1970 yilinda
Shue [18], Cesaro dizi uzaylarin normla birlikte ilk defa tanimlamigtir. Liu, Wu ve
Lee [19] 1936 yilinda Kadec-Klee ve yerel diizgiin rotund olma o6zelliklerini, Cui,
Hudzik ve Pluciennik [20] 1997 yilinda p-tipte Banach-Saks 6zelligini incelemiglerdir.

Normlu Cesaro dizi uzaylarinin paranormlu dizi uzaylarina genellenmesi ise Sanhgan
ve Suantai [21] tarafindan yapilmigtir.

Genellestirilmis dizi uzaylarmin diizgiin Opial 6zelligini Petrot ve Suntai [22] caligmugtir.

2007 yilinda Karakaya [23], Lacunary igerikli dizi uzayim Luxemburg normla birlikte
tanitmig, rotundluk ve Kadec-Klee ozelliklerini incelemistir.

Bu uzaym S ve diizgiin Opial 6zellikleri ise Mongkolkeha ve Kumam [24] tarafindan
2011 yilinda incelenmigtir.

1997 yilinda Khan ve Rahman [25], ces[(pn), (¢,)] dizi uzaym tanitmig, bu uzayn
vektor degerli dizi uzayma genellegtirilmesi ise 2005 yilinda Mursaleen ve Khan [26)]
tarafindan yapilmigtir.

Simsek ve Karakaya [27], ces|(py), (¢n)] paranormlu dizi uzayin, ces(X, py, ¢,) vektor
degerli uzayina genellegtirmis, Kadec-Klee ve rotund olma 6zelliklerini incelemislerdir.

Savag, Karakaya ve Simsek [28], tanimladiklar1 {(p)-tipte dizi uzayimin bazi topolojik
ozelliklerinin yani sira p-tipte Banach-Saks ve Gurarii konvekslik modiilii ile ilgili
ozelliklerini incelemislerdir.

1.2 Tezin Amaci

Bu calismanin amaci, literatiirde var olan ve ¢ok 6nemli bir yere sahip olan baz
geometrik ozelliklerin tanitilmasini, birbirleri arasindaki iligkilerini ve bahsedilen ge-
ometrik ozelliklerin baz1 dizi uzaylar: tizerindeki uygulamalarin vermektir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Simdi, tezin gesitli boliimlerinde adlar1 siklikla gecen Oklid uzaymmdaki baz temel
tanim, teorem, fonksiyon uzaylar1 ve esitsizlikler verilecektir. Daha detayl bilgi i¢in
(Adams, 1975; Evans, 2002; Balinsky-Evans-Lewis, 2015) kaynaklarina bagvurulabilir.

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde daha sonra kullanilacak olan fonksiyonel analizin temel kavramlarina
yer verilmigtir.

Tamim 2.1 (Lineer Uzay) X bostan farkli bir kiime ve K reel veya kompleks
sayilar cismi olsun.

+: X xX —X ve KX X — X
ikili iglemleri agagida verilen 6zellikleri sagliyorsa X ciimlesine K iizerinde bir lineer

uzay (vektor uzayi) adi verilir [36].
Her a, 8 € K ve x,y,z € X igin

=
—

Jrty=y+ux
L2)z+(y+2)=(x+y)+=z
L3) = + 0 = x olacak sekilde § € X vardir.
L4) Her bir z € X i¢in x+(-x)=0 olacak sekilde —z € X vardir.
5) L
L6) oz(x + y) = ar + ay
L7)(a+ B)xr = azx + Sz
L8) a(fzr) = (ab)x
Tanim 2.2 (Alt Vektor Uzayi) Y kiimesi X vektor uzaymin bogtan farkli bir

altkiimesi olsun. Her 4,92 € Y ve «, f skalerleri i¢in ay; + Sy, € YV saglaniyorsa Y
ye X vektor uzaymin alt uzayi denir [37].

AA/—\/E\/—\/—\A/\

Tanim 2.3 (Metrik Uzay) Bos olmayan bir X kiimesi ve bir

d: XxX — R
([L’,y) — d(l‘,y)

fonksiyonu verilsin. Eger bu d fonksiyonu Vz,y, 2 € X icin

(M1) d(z,y) =0 x=y



(M2) d(x,y) = d(y, x)

(M3) d(z,y) < d(x,z) +d(z,y) (liggen esitsizligi)
ozelliklerini saghiyorsa X ftizerinde uzaklik fonksiyonu ya da metrik adimi alir ve bu

durumda (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir [38].

Tanim 2.4 (Normlu Vektor Uzay1) X bir K cismi iizerinde bir vektor uzay1 ol-
sun.

I-]: X — R
z — ||

fonksiyonu her Vz,y,z € X ve her a € K igin
(N1) ||z]| =0< 2 =0
(N2) [lac|] = |a|]«]]
(N3) |l +yll < ]| + llyl| (liggen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde norm adimi alir ve bu durumda (X, ||z||) ikilisine
bir normlu vektér uzaymni adi verilir[38].

Tanim 2.5 (Paranormlu Uzay) X, K cismi lizerinde lineer bir uzay olsun. Eger
g : X — R fonksiyonu A € K ve z,y € X icin asagidaki sartlar1 saghyorsa g
doniigiimiine bir paranorm, (X, ¢) ikilisine ise bir paranormlu uzay denir [36].

i) g(0) =0,
i) g(z) = g(—=),
iil) g(z +y) < g(z) + g(y),

iv) A — g ve g(x — x9) — 0 iken g(Ax — Agzog) — 0.

Tanim 2.6 (Uzaklik, Cap) (X,d) bir metrik uzay ve A ve B, X in altkiimeleri
olsun.

d(xz,A) = inf{d(z,a) : a € A}
d(A, B) = inf{d(a,b) :a € A, b€ B}
d(A) = sup{d(a,d’) : a,a’ € A}

olarak tanimlandiginda d(z, A) x ve A arasindaki, d(A, B) A ve B arasindaki uzakliktir.
d(A) ise A kiimesinin ¢ap1 olarak ifade edilir [36].



Tanim 2.7 (Smirh Kiime) Bir metrik uzaym A altkiimesinin simirh olmasi icin
gerek ve yeter gart sonlu bir ¢apa sahip olmasi, yani d(A) < oo olmasidir. Aksi halde
smirsiz olarak adlandirilir [36].

Tamim 2.8 (Komsuluk) (X,d) bir metrik uzay ve a € X olsun. O halde, » > 0
icin

S(a,r) ={z € X :d(a,z) > r}

a merkezli ve r yarigapl bir komsuluk (ya da agik yuvar, agik kiire) olarak adlandirilir

[36).

Tanmim 2.9 (Acgik Kiime, Kapali Kiime) (X,d) bir metrik uzay olsun. G C X
in acik olmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin her noktasinin komgulugunun G de
olmasidir. Yani, eger x € G ise Oyle bir r > 0 vardir ki S(z,r) C G dir.

(X,d) bir metrik uzayindaki bir kiimenin kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart
kiimenin tiimleyeninin acik olmasidir [36].

Tanim 2.10 (Yakinsak Dizi) (x,) reel sayilar dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 ve
n, = no(e) dogal sayisi i¢gin n > n, iken

|z, — 2| <e

sart1 saglaniyorsa (z,,) dizisi z e yakinsar denir ve x,, — = veya lim x,, = xseklinde
n—oo

gosterilir [41].

Tamim 2.11 (Cauchy Dizisi) (X,d) bir metrik uzay, (x,) X uzaymda bir dizi
olsun. Her ¢ > 0 igin m,n > n, oldugunda d(x,,,x,) < € olacak sekilde n, = n,(e)
dogal sayis1 varsa (z,,) dizisine Cauchy dizisi denir [42].

Tamim 2.12 (Tam Uzay) (X, d) metrik uzaymda her Cauchy dizisi yakinsiyorsa
(yani, limiti X in bir eleman: ise) X uzayma tam uzay adi verilir [37].

Tamim 2.13 (Banach Uzay) Tam normlu uzaya Banach uzay denir [37].

Tanim 2.14 (Tam Paranormlu Uzay) Bir (X, g) paranormlu uzaymnda, alinan
her Cauchy dizisi bu uzaymn bir noktasina yakinsiyorsa (X, g) uzaymma tam para-
normlu uzay denir [36].

Tanim 2.15 (Lineer Fonksiyonel) X lineer bir uzay olmak tizere f : X — C
dontigsiimiine bir fonksiyonel denir.

Eger her z,y € X i¢in f(z +y) < f(z) + f(y) esitsizligi gercekleniyorsa f fonksiy-
oneline alt toplamsal, f(x+y) = f(z)+ f(y) esitsizligi gercekleniyorsa toplamsaldir
denir.

Eger her x € X ve her A skaleri i¢in f(Az) = A\f(x) ise f fonksiyoneli homojendir
denir.



e Homojen ve alt toplamsal olan bir fonksiyonele alt lineer, toplamsal ve homojen olan
bir fonksiyonele ise lineer fonksiyonel denir.

e Her z € X i¢in |f(z)] < K]||z|| olacak sekilde bir K > 0 reel sayisi varsaf : X — C
doniigiimiine sinirh lineer fonksiyonel denir.

e Sinirli bir lineer fonksiyonelin normu;

111 = sup 7N
5 Tl

olarak verilir [36].

Tanmim 2.16 (Siirekli Dual Uzay) X normlu bir uzay olsun. X iizerindeki tiim
siirh lineer fonksiyonellerden olugan B(X, R) climlesi

f(z)

fI = Sup—’ @] _ sup| f ()]
zEX HZUH TEX
TH#0 TH#6

normu ile bir Banach uzay olugturur. Bu uzaya X in dual uzay1 denir ve X* ile
gosterilir [36].

Tanim 2.17 (H noktasi, H 6zelligi) (X, E) bir reel Banach uzayi ve B(X) (sirasiyla
S(X) ) de X in kapali birim yuvar1 (birim kiiresi) olsun.

e Eger n — oo oldugunda ||x,|| — 1 olacak sekilde verilen X deki her (x,,) dizisi i¢in
(z,,) dizisinin = e zayif yakinsamasi[(x, — 2) n — oo icin] ||z, — z|| — 0 olmasim
gerektiriyorsa; S(X) in x elemam, B(X) in H — noktas: adim alir.

e Eger S(X) in her noktasi, B(X) in bir H — noktas: ise, bu takdirde X uzayma H
ozelligine sahiptir veya Kadec — Klee ozelligine sahiptir denir.

e Kisacast X in birim kiiresinde aliman her dizi i¢in zayif yakinsama ile kuvvetli
yakinsama cakigiyorsa(birbirini gerektiriyorsa), bu takdirde X uzay1 H — 6zelligine
sahiptir denir.

Tanmim 2.18 Eger herhangi y,z € S(X) igin x = y;z olmas1 y = z olmasini gerek-

tiriyorsa, bu takdirde z € S(X) noktasina B(X) in ekstrem noktas: adi verilir.

Tamim 2.19 Eger S(X) in her bir noktast B(X) in bir ekstrem noktas: ise, bu
takdirde X uzayma rotund(R) dzelligine sahiptir denir.

Tanmim 2.20 Eger B(X) deki ||z, + z|| = 2 (n — o0) 6zelligine sahip her dizi i¢in
||z, — || = 0 (n — c0) sarti saglaniyorsa, S(X) in z elemanina B(X) in lokal
diizgiin rotund noktasi(LUR noktasi) adi verilir.

Tamim 2.21 Eger S(X) in her bir noktast B(X) in LUR noktasi ise, bu takdirde X
uzayina lokal diizgiin rotund adi verilir. Literatiirden bilinmektedir ki, eger

uzayl LUR ozelligine sahipse, bu takdirde R ozelligine de sahiptir ve H 6zelligini de
saglar. Fakat bu son ifadenin tersi gelende dogru degildir.

5



Bahsedilen matematik kavramlar ve tanimlar: i¢in [1],[2],[3],[4] ve [5] kaynaklaridan
yararlanilabilir.

Bu kavramlarin bir ¢ogu Orlicz uzaylar i¢in de ¢ahsilmigtir( [9,10,11,12]).

2.2 ces|(pn), (g,)] Dizi Uzaylari

Simdi tezin ilerleyen boliimlerinde belirli geometrik 6zelliklerinin incelenecegi ces[(p,,), (¢n)]
dizi uzayini verelim:

Eger, g, pozitif reel sayilarin bir dizisi ve p = (p,)) de infp, > 0 sartin1 saglasin.

Khan and Rahman [6] da ces|(p,), (¢,)] dizi uzayim

Cestn)a <Qn)] = {l’ cw: Z (le'r ZQk‘xk‘> < OO} )

seklinde tammmlamistir. Burada Qo = q2r + q,.,, + ... + gor+1-q, ve > toplami da
2" < k < 2" geklinde verilmigtir. Khan and Rahman [6] ayn1 zamanda gostermistir
ki; eger her n i¢in g, = 1 ise bu takdirde ces[(p,), (¢,)] uzayr Lim [7] tarafindan
caligilan ces(p,,) uzayma dontigmektedir.

Bunun yanisira, Khan ve Rahman [6], eger her n i¢in p, = p alindiginda ces[(p,,), (¢n)]
uzay1 Lim [8] tarafindan ¢aligilan ces, uzayma doniigmektedir.

Sanhan ve Suantai [5] de, ces(p,) uzaymin bazi geometrik ozelliklerini incelemigtir.
Daha sonrasinda, Khan and Rahman [6] da gostermistir ki ces[(pn), (¢n)] uzay1, H =

supp, < oo ve M = max(1, H) olmak iizere

-5 g 5o

r=0

seklinde tanimlanan paranormuyla bir paranormlu uzaydir. Yani, ces[(p,), (¢.)] uzay
g(z) paranormuna sahiptir.

w tliim reel(veya kompleks) tiim dizilerin kiimesi ve £, ve ¢ de

||| = suplay|
k>0
normuyla donatilmig ve sirasiyla smirh ve yakinsak x = (z,,) dizilerin kiimesini
gostersin.

Eger w tizerindeki o(x) fonksiyoneli agagidaki sartlar saghyorsa, bu fonksiyonele w
iizerinde modiiler adi verilir:



i) o(z) =0<= 2z =0;
ii) her x € X, ve |a] = 1 sartim1 saglayan her o € F igin, o(ax)=0c(x)

iii) her z,y € X ve a+f = 1 sartim saglayan o, § > 0 i¢in o(az+fy) = o(z)+0o(y)
Eger (iii) ozelligi asagidaki (iv) ifadesiyle yer degistirirse;

iv) a4+ = 1 sartim saglayan her a, § € RT i¢in o(ax + Sy) < ao(z) + fo(y) o
konveks modiiler olarak adlandirilir.

ces[(pn), (¢n)] dizi uzay: tizerindeki o(x) modiilerini asagidaki gibi tanimlayabiliriz:

o(z) : ces[(pn), (¢n)] = [0,00] seklinde verildiginde o(x) = Z ( qu\xk|>

r=0

Her x € ces|(pn), (¢n)] i¢in norm fonksiyonunu agagidaki gekilde tammlayalim:

lz|| = mf{T >0:0(%) < 1}
T
||-|| fonksiyonuna ces[(p,), (¢.)] uzay1 tizerinde Luxemburg normu adi verilir.

Bu c¢aligmanin ilerleyen kisimlarinda, ces[(p,), (¢,)] uzaymin Luxemburg normuna
gore bir Banach uzay1 oldugu gosterilecektir.

Daha agikca yazmak istersek; ces|(pn), (¢n)] uzayr tizerinde Luxemburg normu su
sekilde tanimlanir:

||x||:inf{7>0 a(f ( qu|xk|> }

Eger, her n € N i¢in ¢, = 1 alinwrsa; [7] ile verilen ¢aligmadan kolayca elde edilir ki
ces[(pn), (¢n)] uzay: iizerindeki Luxemburg normu agagidaki norma indirgenir:

|x||cespn)—1nf{7>0 o Z( Z| ) <1}

Dahasi, eger her n € N icin p, = p ve her n € N i¢in ¢, = 1 ise, bu takdirde
ces|(pn), (¢n)] uzay: tizerindeki Luxemburg normu agagidaki norma indirgenir [8]:

1
lecs, = inf § 7> 0 Z( Zr—rp) <1



Simdi ise tezde ihtiyag¢ duyacagimiz agagidaki esitsizligi verelim:
pr  dizisi monoton artan pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun, bu takdirde

lag + bp|P* < . [|ag|PF + |bg|P*]

burada aj > 0,b, > 0 ve ¢ = 2771 H = supp;, dir. Boylece AP\ ve (Pri5. elde
k

edilir.

2.3 ces(X,pn, q,) Dizi Uzaylar:

inf p, > 0 olmak tizere; (¢,,) ve (pn) pozitif reel sayilarin dizisi olsunlar. Bu diziler
yardimiyla, Musaleen-Khan de tamimlanan ces(X, p, ¢) uzayma denk olan ces(X, pp, ¢,)
genellestirilmis vektor degerli dizilerin uzayini asagidaki sekilde tanimlayalim:

o0

ces(X, pura) = { = (0): Y (Qi quumw) < oo} .

r=0
Burada Qo = Gor + ¢y yy + - + Gor1-1, ve »_ toplamu da 2" < k < 2"*! geklinde

verilmigtir.

Agikardir ki, her n € N igin X, (p,,) ve (g,,) in farkli degerleri icin ces(X, p,, ¢,) dizi
uzay1 yeni dizi uzaylarina isabet etmektedir.

Ornegin, X=C veya R olmas: durumunda, ces(X, p,,¢n) dizi uzayr Khan-Rahman
tarafindan tanimlanan ces[(p,), (¢,)] dizi uzaymma kargihk gelir.

Aym zamanda eger g, = 1 ise, her n € N i¢in ces(X, p,, ¢,) uzay1 daha 6nce Chanan
tarafindan tanimlanan ces(X,p) uzayma denk olan ces(X,p,) uzayma denk elde
edilir.

Bunun yam sira eger ¢, = 1 ve p, = p ise her n € N, ces(X, p,, ¢,) uzay: yerine
ces,(X) yazabiliriz ki

cesp(X) = {.CE = (xp) : Z (2_’" Hx(k)H) < oo} .

r=0

Verilen dizi uzay1 ces(X, pp, ¢,), H = sup,p, < oo and M = maz(1, H) olmak iizere,

00 prq /M
pe) = |3 (— 3 i)l | (2.1)
O

r=0

seklinde tanimli normla birlikte bir paranormdur. Standard teknikler kullanilarak
kolayca gosterilebilir ki ces(X, p,, ¢,) uzay1 yukarida taninlanan paranormla birlikte
paranormlu bir uzay olur.

ces(X, pn, qn) vektor degerli dizi uzayi tizerinde tanimh o modiilerini agagidaki gibi
tanimlayabiliriz:



g . ces (Xapnaqn) — [0700]

Burada o(z) = Z

pr
Qy > qil|x(k )||) dir. Her = € ces(X, pn, ¢,) i¢in norm fonksiy-

onelini agagldakl glbl tanimlariz:
||a:||L:inf{T>O 0( > <1}
T

Burada verilen || - || normuna, ces(X,py,q,) dizi uzay: tizerindeki Luxemburg
normu adi verilir.

Daha agik olarak; ces(X,py,q,) dizi uzay1 iizerindeki Luxemburg normu agagidaki
sekilde yazilabilir:

H:vHL:inf{T>O 7 (%) = i(éz @H)prg}.

T s



3 MODULER UZAYLAR VE OZELLIKLERI

Bu boliimde, belirli dizi uzaylarinin geometrik incelenmesinde kullanilan modiil kavrami,
modiiler uzay tanimi ve modiiler yakinsaklik kavrami incelenmistir.

Tanim 3.1 X reel veya kompleks vektor uzay: olsun. p : X — [0, o0] fonksiyonu,
herhangi x,y € X icin agsagidaki gartlar1 sagliyorsa X tizerinde bir pseudomodiil
adim alir:

i p0)=0
i) p(=z)=p(z)
iii)  «,8>0, a+ B =1oldugunda p(azx + By) < p(x) + p(y)

Eger iii) sartinin yerine asagida verilen sart gegerli olursa; s € (0, 1] igin p pseudo-
modiili s-konveks pseudomodiil adini alir:

iv)  plaz+Py) <a’p(z) + Bp(y) (o820 a"+ 5 =1)

Bu sartta s = 1 alinmas1 durumunda, p modiiliine konveks modiil adi verilir.

i) sartiyla beraber YA > 0 i¢in p(Az) = 0 = = = 6 sart1 da saglanirsa p modiili yari-
modiil (semi-modiil) adini alir.

Burada dikkat edilirse; p(z) = 0 = x = 6 sartinin saglanmasi halinde p bir modiil
olur.

Tanim 3.2 i) la| < 1= plazx) < p(z)

ii) a; 20, 300 0 =1 = p (3o i) < D001, plwi)
iii) 0 < s <1igin p, s-konveks ise; a; > 0, p (D7 o) < >0 adp(x;)

Tanim 3.3 p modiili X uzay1 iizerinde bir pseudomodiil ise;
X, = {m € X : limp(\z) = 0}
seklinde verilen uzaya modiiler uzay adi verilir.

Teorem 3.1 p, X uzaymnda bir pseudomodil olsun. x € X, ve k = 1,2,3,... icin
r, € X, = k — oo iken |vy — x|, — 0 sarty, her A > 0 igin k& — oo iken
p (A (zr —x)) — 0 sartina denktir.

Tanim 3.4 X uzaymda verilen p pseudomodiili
i) Her z € X, igin /\lim+p()\x) = p(x) ise sagdan siireklidir.
—1
ii) Her z € X, igin )\lim p(Az) = p(z) ise soldan siireklidir.
—1-

Eger p pseudomodiilii hem sagdan hem de soldan stirekli ise, p pseudomodiilii siirekli
olarak adlandirilir.
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Tanim 3.5 Eger p bir s-konveks bir pseudomodiil ise;
1+p <kl$>
Ielly =%

seklinde tanimh normu X, uzay1 tizerinde bir s-pseudonormdur ve her z € X, icin
zll), < llzlg < 2|[=|]; dir. Burada 6zel olarak s = 1 olmasi durumunda, X, uzaymda
Luxemburg normu,

]| :inf{e >0 p<§> < 1}

seklinde tanimlanir. Ayni uzay tizerinde Orlicz veya Amemiya normu da

||| = inf {k: >0 (1+ p(kx))}

] =

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.6 (Modiiler Yakinsama) p, X uzaymda bir pseudomodiil olsun. k& — oo
iken bir A > 0 i¢in p (A (2 — x)) — 0 olacak sekilde bir yakinsama mevcutsa, X,
uzaymin elemanlarmin bir (zj) dizisi # € X, elemanina modiiler yakinsaktir ya da

kisaca p-yakinsaktir denir. Bu z;, 5 z ile gosterilir.

Tamim 3.7 (Modiiler Yakinsama Ozellikleri) i) 2}, % 2’ ve 2} % 2" = 2 +
xi B ool 4 o
i) x; & z ve ¢ bir sabit olmak iizere cx 5 cx

iii) p bir modiiler ise X, uzaymin elemanlarindan olusan her (x)) dizisi en fazla bir
modiiler limite egittir.

iv) Norma gor yakinsama ve p-yakinsama X, uzaymda birbirlerine denktire z), €
X, olmak fizere p(zy) — 0 < p(2x) — 0 dir.

Hatirlatma 3.1 p-yakinsama, norma gore yakinsamay gerektirmez. Bu ifade modiiler
uzaylar teorisinin geliimesinde biiytiik 6nem sahiptir. Cilinkii eger X, uzayinda sadece
norma gore yakinsama olsaydi, bu takdirde p-modiiliiniin bir vektor uzayinda kul-
lanilabilmesi durumu ancak bu uzayda yeni bir norm tanimlamak suretiyle miimkiin

olabilirdi.

Teorem 3.2 (7,) € X, olsun. ||z,[| — 0 (veya bu ifadeye denk olarak ||z, —
0)<her A > 0 igin, n — oo iken p (A(x,)) — 0 duir.
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4 ces|(pn), (¢,)] UZAYININ BAZI GEOMETRIK
OZELLIKLERI

Tamim 4.1 Bu boliimiin temel amaci, Luxemburg normu ile donatilmis ces [(p,), (¢)]
dizi uzaymin bir modiiler uzay oldugunun gosterilmesi ve bu uzayin baz geometrik
ozelliklerinin incelenmesidir.

Simdi ise tez icinde verilecek ana teoremlerin ispatinda kullanilacak bazi1 teknik
sonuclar ispat edilecektir.

Mk olarak ces|(pn), (¢n)] dizi uzay1 iizerindeki konveks modiiler kavramu ile ilgili
asagidaki yardimc1 teoremleri verelim.

Yardimci: Teorem 4.1 ces|[(pn), (¢n)] dizi uzayi iizerinde tanimh o fonksiyoneli bir
konveks modiilerdir.

Ispat. x,y € ces [(py), (qn)].verilsin. Buradan aciktir ki;
(i) o(z) =0 2 =0ve
(ii) o(Az) = o(x) A skaler olmak ftizere |A| = 1.

[e.o]

o(A\x) = Z(éiqﬂ)@ﬂ)

r=0

[e’e) Pr
— Z | A[Pr (é qu\xk|>
r=0 r

e
= o(x)

(iii) A, B > 0 igin A+ 8 = 1 olmak tizere, t — |t["* fonksiyonun konveksliginden,her
k € N icin asagidaki ifadeleri yazabiliriz:

M8

o(Az + By) = izcﬁcl)‘xk‘i‘ﬁyk‘)

é [)\Z%|$k| +5Z%|yk|]>
A <é§r:%|$k|> + (é;%yﬂ)]

ﬁ
Il
o

hE

ﬁ
Il
o

[M]¢

i
=)

r

o . pr o . pr
< )\pr; <@qu|$k|> +ﬁpr; <@Z%|yk|)
< Ao(z) + Bo(y).
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Yardimc1 Teorem 4.2 = € ces|(py), (g,)] olmak iizere, ces[(pn),(gn)] lizerinde
tanimh o modiileri agsagidaki ozellikleri saglamaktadir:

(i) Bger 0 < a < Lise bu takdirde, a”o(£) < o(x) ve o(ax) < ac(x) dir,
(ii) Eger a > 1 ise bu takdirde o(z) < a0 (%) dir,
(iii) Eger a > 1, then o(z) < ao(x) < o(az)

ispat.

(i) 0 < a < 1 verilsin. Bu takdirde, agagidaki ifadeyi yazabiliriz.

o0

o) = Z(ézqaxu)

r=0

= ; (QIQTag%IJCH)

o] 1 pr
= ; apr <@ ;qﬂl‘ﬂ)

> aHa(a) (H = supp,,).

(ii) @ > 1 verilsin. Bu takdirde, agagidaki ifadeyi yazabiliriz.

o(z) = Z (er qu|xk|>

o0

pr
1 T
= ; (@Q;Qkfzo

o0

- S (é;m%)

r=0
e o] 1 Pr
Tk

< " ) Gkl—

()

x
< alo(=).
< ao(%)
(iii) Bu sartin ispat1, o modiiler fonksiyonelinin konveksliginden elde edilir.

Yardimci Teorem 4.3 Herhangi x € ces [(p,), (gn)] , igin
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(i) Eger ||z|| < 1, ise bu takdirde o(z) < ||z|,
(ii) Eger ||z| > 1, ise bu takdirde o(x) > ||z],
(iii) Eger ||z]| =1 < o(x) =1,

( 1

(

iv) Eger ||z|| < 1, ise bu takdirde o(z) :
1.

<
v) Eger ||z|| > 1, ise bu takdirde o(z) >
ispat.

(i) e > 0 sayis1 0 < € < 1 — ||z|| sartin saglasin. Buradan, € + ||z|| < 1 oldugunu
yazabiliriz. Norm fonksiyonun tanimindan € + ||z|| > 7 ve o()x7 < 1 olacak sekilde
7 > 0 mevcuttur. Lemma 2, (i) ve (iii) den, agagidaki esitsizlikleri yazabiliriz.

IN

o) < o)+ al)or = o (e + ) )

< (etllzl)oOzr < e+ [l
Boylece, o(x) < [|z]|, oldugunu dolayisiyla (i) deki ifadenin saglandigini elde etmis
oluruz.

1-|lz||

(i) Eger ||z|]| > 1 ve & >0 ise bu takdirde 0 > 1 — ||z|| ve 0> e yazabiliriz,
Boylece ”ﬁlﬁl > 0 oldugunu elde ederiz. € > 0 sayis1, 0 < & < H”ﬁ!ﬂl sartii saglasin.
x||—1 v xT v
HHL‘:II > 0 ve ||z|[(e = 1) < —1, oldugundan, —m <1< % oldugunu
yazabiliriz.
Norm fonksiyonunun tanimi ve Lemma 2 (i) den, 1 < U(||x|\(gcl—a)) < HxH(ll_E)a(:L’)
oldugunu yazabiliriz.
Boylece her ¢ € (0, ”:ﬁ!ﬂl> i¢in ||z||(1 — ) < o(z) elde edilir.

-1
A= {(1 o)l 0 < e < 121 }
|||

seklinde tanmmmlanirsa, ||z|| = supA elde edilir. o(x) A nin tst s oldugundan;

z|| < o(x) oldugunu elde ederiz.

(iii) Farzedelim ki ||z|| = 1 olsun. Kabul edelim ki € > 0 olsun, bu takdirde 1+¢ >
0 > ||z|| and o()zé < 1 olacak sekilde bir 6 > 0 mevcuttur. Lemma 2 (ii) den
o(x) < 67 o()zd < 07 < (14 )", elde ederiz ve her ¢ > 0 i¢in (o(z))/" <1+4¢
olmasi, o(z) <1 olmasini gerektirir.

Eger o(z) < 1 ise, o(x) < af < 1 olacak sekilde a € (0,1) olsun. Lemma 2 (i) den,
o()za < Zro(x) < 1, oldugunu elde ederiz, boylece ||z|| < a < 1 yazabiliriz ki bu da
bir ¢eligkidir. Boylece o(x) = 1 oldugunu elde ederiz.

Aksine, kabul edelim ki o(z) = 1 verilsin. Norm fonksiyonunun tanimindan, ||z|| <1
yazabiliriz. Eger ||z]| < 1 ise bu takdirde, (i) sikkinda yazilan ifadeden, we have that
o(x) < ||z||, oldugunu yazabiliriz ki bu da kabuliimiize bir ¢eligkidir, boylece ||z|| = 1
oldugunu elde ederiz.
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(iv) Eger ||z|| < 1ise, (i) sikkindan, o(z) < ||z|| < 1 oldugunu yazabiliriz. o(z) < 1
oldugunda, (ii) ve (iii) den ||z|| < 1 elde edilir ki buradan da (iv) ifadesi elde edilir.

(v) (iil) ve (iv) ifadelerinden elde edilir.
|

Yardimct Teorem 4.4 z € ces|[(p,), (¢.)] oldugunda asagidaki ifadeleri yazabiliriz.

(i) eger 0 <a <1 ve ||z|| > aise bu takdirde, o(x) > a”,
(ii) eger a > 1 ve ||z|| < a ise bu takdirde, o(z) < a”.

ispat .

(i) Kabul edelim ki 0 < a < 1 ve [[z|| > a. olsun. Buradan |||| > 1 elde
edilir. Lemma 3 (i) den o (%) > H—H > 1 yazabiliriz. Béylece Lemma 2 (i) den
o (f) > oo (f) > a'! yazabiliriz.

(ii) Kabul edelim ki a > 1 ve |[z| < a olsun. Bu takdirde ||| < 1 elde edilir.
Lemma 3 (i) den o (£) < ||Z|| < 1 yazablhrlz Eger a =1 ise, bu takdirde o(z) < 1
yazabiliriz. Lemma 2 (ii) den, o(z) < afo (£) < a” oldugunu elde ederiz.

Yardimci: Teorem 4.5 (z,) € ces[(pn), (¢,)] olsun.
(i) eger lim||x,|| = 1 ise bu takdirde; limo(z,) = 1,

(ii) eger limo(x,) = 0 isse bu takdirde limz,, = 0.
ispat.

(i) Kabul edelim ki n — oo igin lim||z,|| = 1 olsun ve ¢ € (0, 1) alalim. Bu takdirde

her n > ng i¢in 1 — e < ||z,|| < 1+ € olacak sekilde bir n, vardir. Lemma 4 ten,her
n>ngicin (1 —¢e) < ||lz,|| < (1 + &) olmasi limo(z,) = 1. olmasim gerektirir.

(ii) Kabul edelim ki ||z,|| - 0. Bu takdirde £ € N igin ||z,,|| > ¢ olacak sekilde
(x,,) in bir (z,,) altdizisi ve bir € € (0, 1) mevcuttur. Yardimer teorem 4 (i) den, her
k € N.igin o(x,,) > & oldugunu elde ederiz. Bu son esitsizlikte bize n — oo i¢in
o(x,_ ) - 0 oldugunu gosterir. Boylece o(x,) - 0 oldugu gosterilmis olur.

|
Calgmamizin bu kisminda, ces [(p,), (¢,)] dizi uzaymin Luxemburg normuyla be-
raber bir Banach uzay1 olmasini inceleyecegiz.

Teorem 4.1 ces|[(pn), (¢,)] wzayy, ||z|| = inf{p > 0:0()xp < 1} seklinde verilen
Luxemburg normu ile beraber bir Banach uzayidir.
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Ispat. Ispat icin éncelikle ces [(pn), (gn)] uzayimmdan alinan bir Cauchy dizisinin Lux-
emburg normu ile yakinsak oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in (x}) dizisi ces [(pn), (¢n)]
uzayimda bir Cauchy dizisi olsun ve ¢ € (0, 1) alalim. Buradan, 3ny elemanm vardir ki
Vn,m > ng igin ||z — 2™|| < eM yazabiliriz. Yardimer Teorem 3 (i) den, Vn, m > ng
icin

o(z™ —a™) < ||lz" — 2™ < M, Vn, m > ny. (4.1)

oldugunu elde ederiz. Yani m,n > ng icin

[e'e} DPr
3 (QL S e - x;m) <e.
k

r=0

Belirli bir k£ degeri i¢in

||z — 2y <e

oldugunu elde ederiz. Boylece Vk € N igin (x}}) dizisi ces [(pn), (¢n)] uzaymmda bir
Cauchy dizisi olur. (2}) dizisi R de bir Cauchy dizisi olur. R bir Banach uzay:
oldugundan

v —xl| < e (m,n > nyg)

elde ederiz. Simdi ise (xy) dizisinin ces [(py), (¢,)] uzaymin bir elemam oldugunu ve
de (z,) — 2z oldugunu gosterecegiz.
(2.1) esitsizliginden

o0

pr
1
Z (Q—Qz:qk|x”—xm|> <e Ym,n > ny.
k

r=0

ifadesini yazabiliriz. Her k£ = 1,2, ... i¢cin 2} — z;, oldugunu elde ederiz ve boylece

o@” —a™) — o(a" — x) as m — oQ.

yakinsamasini elde ederiz. Buradan da

pr

oe] pr o)
> (g Ta 1) 3 (G Do) o). vz
2 =0 2y

r=0

yakisamasini elde ederiz. Ayrica asagidaki ifadenin varhigini biliyoruz:
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ola" —x)<e

Bu ifadeden de

o(z" —a2™) <e.

S

r=0

pr
qu|x" — xm|> <e
k

esitsizliklerini kolayca yazabiliriz. Son olarak

o(a" —z) <e

ifadesini ele alirsak

Vn > ny.

o(a" —z)<e=x, > x.

oldugunu yazabiliriz.

Ym,n > ng.

Ikinci olarak, ces [(pn), (gn)] dizi uzaymin lineerliginden agagidaki ifadeyi yazabiliriz:

r=(x—2a")+ 2"

Simdi ise 0 modiileri i¢in yazalim:

o(x" — (z" — x)).

Asagidaki egitsizliklerden de

>

r=0

1 Pr
|z |>
(@w? i

<

<

r=0 k
= (1
g.

oldugunu elde ederiz. Bu da (2™ — z) dizisinin x.dizisine yakinsamasi demektir. Bu
sonug bize x € ces[(pn), (¢n)] oldugunu.ispatlar.Boylece ces [(py), (¢,)] dizi uzaymm
Luxemburg normuna gore bir Banach uzay1 oldugunun ispati tamamlanmig olur. m
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Yardimc1 Teorem 4.6 = € ces|[(p,), (¢.)] ve (z,) C ces[(pn), (¢n)] verilsin. Eger
n — oo iken o(z,) — o(x) oluyorsa ve n — oo oldugunda her i € N iken z, (i) —
(x(7) oluyorsa, bu takdirde n — oo i¢in x, — z dir.

r=0

00 Pr
Ispat. € > 0 verilsin. o(z) = ) (QIQT > qk|xk|) < 00 oldugunda
k

e 1
Z ( Z%’fck’) <§W (4.2)

r=ro+1

vazabiliriz ki burada k € N i¢in M = maz{1, 27}, H = supp,. n — oo i¢in

a(xn—Z( qu]xn )pr—>0( Z( qu\x )pr (4.3)

r=0 r=0

yazilabildiginden ve n — oo i¢in x,(¢) — (x(i) oldu gundan, her ¢ € N igin

o3 (g Satenl) o3 (o Sl 5k

r=0 r=0

olacak gekilde bir n > ng sayist mevcuttur ve her ¢ € N i¢in n — oo oldugunda
x, (1) — (x(i) yazabiliriz. Buradanda n — oo i¢in o(x,) — o(z) elde edilir.

Sonucta her n > ng i¢in |z, (i) — 2(7)| < € oldugunu yazabiliriz.

r=0

5 (o Salnn—at) +5 s

Buradan, (2.1), (2.2) and (2.3) ifadelerinden, n > ng igin
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o(r, —x) = Z <Q12T mexn(l) - f(@)|>

_ <Q12T > gilwa(i) - x(i)|> + ) (Qlw > ailra(i) — x(i)l)

< §+2M_Z ( qu|xn )pr+ i (%Zq,-ya:(z)op]

Lr=ro+1 r=ro+1

_ §+2M _0(% i( qu|:vn ) + Z <Q2 > ailz (i) >p]

r=0 r=ro+1

€ M | & 1 . a e 1 - 1 ; "
< §_|_2 0—(;13)— (azr:qzkﬁ(l”) +§2_M Z (@Z:%Lﬂﬂ(@)') ]

L)

<

Bu son ifadede n — oo oldugunda o(z,, — z) — 0 elde edilir. Béylece Lemma 5 ten,
n — oo icin ||z, — z|| = 0 elde edilir. =

Simdi verecegimiz teorem ile uzaym Kadec-Klee (H 6zelligi) 6zelligine sahip oldugu
gosterilecektir.

Teorem 4.2 ces[(pn), (¢n)] uzayr Kadec-Klee (H) 6zelligine sahiptir.

Ispat. ||z, = 1 ve n — oo i¢in 2, — 2 oldugunda = € S(ces|[(p,), (¢.)]) ve
(xn) C ces[(pn), (gn)] alalim. Lemma 3 (iii) den, o(z) = 1 yazabiliriz. Boylece Lemma
5() den n — oo iken o(z,) — o(x) dir. z, — = olmasi ve m(z) = x; ; 7 :
ces[(pn), (qn)] — R seklinde tammh  i""-koordinat fonksiyonunun ces [(p,), (¢,)]
uzay1 uzerinde siirekli lineer bir fonksiyon olmasindan, her ¢ € N i¢in n — oo
oldugunda z,,(i) — z(i) oldugu elde edilir. Boylece Yardimecr Teorem 6 dan, n — oo
oldugunda x,, — z elde ederiz. m

Simdi verecegimiz teorem ile, uzayin rotund olmadiginin ispati1 yapilacaktur.

Teorem 4.3 ces|[(pn), (¢,)] dizi uzay1 rotund(R) 6zellige sahip degildir.

ispat. Bu teoremin ispati i¢in aksine bir érnek verelim. x = (1,0,0,...) ve y =
(0,1,1,0,0,...) dizileri ces [(pn), (¢,)] uzayinda iki dizi olsun. Kolayca gortilebilir ki;
2] cestpn)s@n)) = 1 Ve ||Ylcesion)@] = 1 ces [(pn); (¢n)] uzaymin rotund ozelligine
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sahip olmadigin gostermek igin Hx2ﬂ|| # 1 oldugunu gostermeliyiz. Bu sonug stan-
dard hesaplamalardan elde edilir. Sunug olarak; ces [(py,), (¢ )] dizi uzayinin R 6zelligine
sahip olmadig: ispatlanmig olur. m

Hatirlatma 4.1 Eger ¢, = 1 ise, her k i¢in ces [(pn), (¢.)] uzayr Lim|[7] tarafindan
caligilan ces(p) uzayma indirgenir. [5] te Sanhan ve Suantai ces(p) uzaymin rotund
olmadigimi gostermistir. ces [(p,), (¢,)] uzaymm rotund 6zelligine sahip olmadigimin
baska bir gosteriligi de yukarida verdigimiz igermeden de elde edilebilir. Ayrica, ces(p)
ve ces [(pn), (¢n)] uzaylar arasindaki iligkiden, ces [(py,), (¢,)] uzayimin LUR 6zelligine
sahip olmadigini da elde ederiz.
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5 ces(X,pn,q.) UZAYININ BAZI GEOMETRIK
OZELLIKLERI

Bu bélimde, ces(X, pn, qn,) uzaymim geometrik ozelliklerinin incelenmesinde kul-
lanacagimiz bazi 6nermeler ve ispatlarini verecegiz.

Onerme 5.1 ¢ fonksiyoneli ces(X, pp, ¢,) uzayinda bir konveks modiilerdir.

Ispat. z,y € ces(X, pn, qn) verilsin. Buradan aciktir ki;
(i) o(z) =0 =0 ve;
(ii) her |A| = 1 sartina sahip her A skaleri igin o(Ax) = o(z) dir.

[e.e]

o) = Z(éz%w(@l\)

r=0

= S (ézqknx(mu)
r=0 r

S (é&mwn)

= a:(x).

(iii) A + 8 = 1 sartina sahip A, 8 > 0 ve her bir r € N i¢in ¢ — |¢|P" doniiglimiiniin
konveksliginden,

oo+ iy = Y (ézqkrm(k)wy(mu)
vy (ézqu(km) >y (ézqmy(km)

< Aa(z) + fo(y).

IN

elde edilir. m
Onerme 5.2 (i) Eger ||z, < 1 ise bu takdirde o () < |||, dir.
(ii) |||, =1 olmas: icin gerek ve yeter sart o(z) = 1 olmasidir.

ispat. Bu 6nermenin ispat1 Sanhan-Suantai de verilen standard tekniklerle yapilabildiginden,
burada verilmemistir. m

Onerme 5.3 z € ces(X, pn, qn) i¢in agagrdaki ifadeleri yazabiliriz:

(i) eger 0 <a <1 ve ||z||r > aise bu takdirde H = supp, olmak iizere; o(x) > a'l

I8
dir.

(ii) eger a > 1 ve ||z||; < a ise bu takdirde o(z) < o' dir.
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ispat. Bu 6nermenin ispat1 Sanhan-Suantai de verilen standard tekniklerle yapilabildiginden,
burada verilmemistir. m

Onerme 5.4 (x,,) dizisi ces(X, pn, ¢n) uzaymda bir dizi olsun.

(i) eger hm ||:rn||L = 1 ise bu takdirde lim o(x,) =1 dir,

n—oo

(ii) eger lim o(x,) = 0 ise bu takdirde lim ||z,||, = 0 dir.
n—oo n—oo

ispat .

(i) Kabul edelim ki lim ||z,||, = 1 ve e € (0, 1).verilsin. Bu takdirde her n > ng.i¢in
n—oo

1 —& < |[#,||L < 1+ ¢ olacak sekilde bir ng bulunabilir. Her n > ng.igin (1 — &) <
l|zn||z < (1 + &) yazlabildiginden, Onerme 3.3 (i) ve (ii) den, o(x,) > (1 —¢)?
o(x,) < (1 —¢) elde edilir. Boylece lim o(x,) = 1 sonucuna ulagilir.

n—oo

(i) Kabul edelim ki ||z,||z - 0 olsun. Her k& € N i¢in ||z, ||z > € sartin1 saglayacak
sekilde bir € € (0,1) ve (z,) in bir (x,,) altdizisi bulunabilir. Onerme 3.3 (i) den,
her k € N igin o(z,,) > " oldugu elde edilir. Bu da n — oo i¢in o(z, ) = 0
olmasini gerektirir. Boylece o(x,) - 0 sonucuna ulagilr.

]
Simdi ise ces(X, py,q,) dizi uzaymm Luxemburg normuna goére bir Banach uzay1
oldugu gosterilecektir.

Teorem 5.1 ces(X, py,, q,) dizi uzay1 agagida verilen Luxemburg normuna gore bir
Banach uzayidir:

|||, = inf {T >0:0 (T) < 1}

ispat. Ispat icin ces(X, pn, qn) uzayinda verilen her Cauchy dizisinin Luxemburg nor-
muna gore yakinsak oldugunu gosterecegiz. (z"(k)) dizisi ces(X, pp, ¢n) uzayinda bir
Cauchy dizisi olsun ve € € (0, 1) alalim. Béylece her bir m,n > ng igin ||z" —2™|[, <

eM olacak sekilde bir ng sayisi bulunabilir. Onerme 3.2 (i) den, her bir m,n > ng
i¢in

o(z" —a™) < ||z" — 2™||L < M, (5.1)
elde ederiz, yani her bir m,n > ngq igin

Z( Z%Hw m<k>||> <M,

r=0

yazabiliriz. Sabir her bir k i¢in

|2 (k) — 2™ (R)]| <.
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oldugunu yazabiliriz. Béylece (2" (k)) dizisinin R kiimesinde bir Cauchy dizisi oldugunu
elde etmis oluruz. R bir tam uzay oldugundan; m — oo i¢in ™ (k) — (k) elde edilir.
Boylece sabit her bir & ve her n > ny icin

|2 (k) = 2(R)|| <,

yazabiliriz. Simdi ise (x(k)) dizisinin ces(X, py, ¢,) uzaymin bir elemam oldugunu
gosterecegiz. (3.1) esitsizliginden her bir m,n > ng igin

(izqknxw—xm(w) <e

yazabiliriz. Her bir k£ € N i¢gin 2™ (k) — z(k) yazabiliriz, boylece m — oo igin

o0

r=0

o(x” —a™) — o(a" — x)

yazabiliriz. Boylece her bir n > ng ve m — oo i¢in

3 (QLQ S aulla” (k) - xm<k>|l> > (&2 2 alle" (k) - f’”(’“”')

r=0

pr

yazilir ve (3.1) ifadesinden, her bir n > ng igin o(2" — x) < ||2" — z||p < € elde
edilir. Bu durumda n — oo i¢in z,, — x olmasi demektir. Boylece (z,, —z) €
ces(X, pn, qn) elde edilir. ces(X, p,, ¢,) uzay1 bir lineer uzay oldugundan, = = x,,, —
(Xn, — ) € ces(X, pn, qn)-elde edilir. Bu yiizden vektor degerli ces(X, py,q,) dizi
uzayl Luxemburg normuna gore bir Banach uzayidir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Onerme 5.5 © € ces(X, pp, ¢n) ve (2,,) C ces(X, pn,qn) olsun. Eger n — oo icin
o(x,) — o(z) ve n — o0 i¢in z,,(k) — (k) ise bu takdirde her bir k € Ni¢in n — oo
oldugunda x,, — x dir.

o pr
Ispat. ¢ > 0 verilsin. o(z) = ) (ler qu||x(l€)||) < oo oldugundan, M =
r=0 T

max{1l, 271} ve H = supp, olmak iizere

S (S alew) <22 (5.2)
Qy 32

r=ro+1 T

2\

T pr
olacak sekilde bir £ € N vardir. n — oo igin o(z,) — ZO ( 1 qu||xn(l€)||> —

= Qar

xn(k) — x(k) ve de her bir k € N i¢gin n > ng oldugunda

70 Pr
o(x) = > ( 1 quHx(k)H) yakinsamasi mevcut oldug undan ve n — oo igin

o) 1 pr o) 1 Pr - 1
:ZH (EXqukan(k)ll) —T:%l <@§quk||x<k>||> <=5 (63)
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olacak gekilde bir ny € N bulunabilir. Ayrica, n — oo i¢in z,(k) — (k) ve her bir
k € Nigin n — oo oldugunda o(x,) — o(z) olur. Béylece her bir n > ng i¢in
||z, (k) — z(k)| | < e. Sonug olarak; her n > ng i¢in,

o

Z( qulll‘n — x( )H) <§- (5.4)

r=0

yazabiliriz. Buradan,(3.2), (3.3) ve (3.4) ifadelerinden n > ng i¢in agagidaki ifadeleri
yazabiliriz:

o0

o(on— 1) = z( S alea(h) - >||>pr
_ i(QQ > aullaak) — o H)p + Z ( quHxn

r=ro+1

)II)

< |y (ézqkuxn(km) + Z <§qu”$<’€>”> ]

Lr=ro+1 r=ro+1

= §+2M o(xy) —Z( Z%Hxn ) + Z (ézq’fo(MH) ]

r=0 r=ro+1

<§+2M_0( Z( quHx ) gziM Z( quHx >pr

r=0 r=ro+1

- gl(é;‘%umu) gt 3 (g St |

r=ro+1

€ €
< gt +5=¢

Bu son ifadeler bize n — oo i¢in o(z, — ) — 0 oldugunu gosterir.Onerme 3.4 (ii)
den,n — oo i¢in ||z, — z||, — 0 oldugunu elde ederiz. =

Agagida verecegimiz teoremlerde ces(X, p,, ¢,).dizi uzaymin geometrik ozellikleri in-
celenecektir.

Teorem 5.2 ces(X, py, ¢,) uzayr Kadec-Klee (H-property) 6zelligine sahiptir.

Ispat. ||z,||. = ||z||lL = 1 ve n = oo oldugunda z, — z olacak sekilde z €
S(ces(X, pn, qn)) ve (x,) C B(ces(X,Pn, qn)) verilsin. Onerme 3.2 (ii) den, o(z) =
1 yazabiliriz, boylece Onerme 3.4 (i) den n — oo i¢in o(z,) — o(x) elde edilir.
r, — x oldugundan ve de m(x) = z(k) seklinde tammh m; : ces(X, pn,qn) —
R i*"-koordinat déniigiimiiniin ces(X, p,,q,) iizerinde siirekli lineer bir fonksiyonel
olmasindan dolayr her & € N i¢in n — oo iken z,(k) — z(k) elde edilir. Buradan
Onerme 3.5 ten n — oo iken z, — z oldugu elde edilir. m
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Teorem 5.3 Her bir £ € N ve p, > 1 olmak iizere p = (pg), reel sayilarin simirh bir
dizisi olsun. Bu takdirde; ces(X, p,, ¢,) uzay: rotund(R) 6zelligini saglamaz.

ispat. Teoremin ispati i¢in, aksine bir 6érnek verelim:

z € X elemam i¢in ||z]| = 1 olsun. ¢y = 2 alahm ve her k € N i¢in = = (0,22,0,0, . )
ve y = (0, 2, 2,0, ...) olarak verilsin. Bu takdirde o(z) = o(y) =1 ve o(*3¥) =1 d

Bu da ces (X, pp, ¢,) uzaymimn rotund olmadigini ispatlar. m

Hatirlatma 5.1 ces(X, pn,¢,) uzaymda eger g, = 1 almirsa; vektor degerli dizi
uzay1 ces(X,p) uzaym elde ederiz. p, > 1 ve ¢ = 1 olsun. Iki tane diziyi x; =
(1,0,0,0,...) ve y, = (0,1,1,0,...) seklinde secelim. Bu takdirde kolayca goriilebilir
ki

o)=Y (%ZH%H)

olarak tanimlandiginda, o(z) = o(*3£) = o(y) = 1 elde edilir. Bu nedenle ces(X, p)
uzayl g, = 1 i¢in rotund degildir. Ayni zamanda, eger X = C veya R ve de her k € N
icin ¢ = 1 ise bu durumda Sanhan-Suantai tarafindan tanimlanan ces(p) uzaymi
elde ederiz. Yazarlar bu uzayin rotund olmadigini daha once gostermislerdir.
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6 SONUC VE DEGERLENDIRME

Son boliim olan bu bélimde ces|(py), (¢,)] ve ces(X, pn, g,) uzaylarinin geometrik
yapilar1 ve ozellikleri ile ilgili literatiirden elde edilen sonuglar listelenecektir.
Yardimci: Teorem 6.1 ces|[(pn), (¢,)] dizi uzay: iizerinde tanmimh o fonksiyoneli bir
konveks modiilerdir.

Yardimct Teorem 6.2 = € ces|[(p,), (gn)] olmak iizere, ces|[(p,),(gn)] tizerinde
tanmiml o modiileri agsagidaki ozellikleri saglamaktadir:

(i) Eger 0 < a < Lise bu takdirde, a0 (2) < o(z) ve o(azx) < ac(x) dir,
(ii) Eger a > 1 ise bu takdirde o(z) < a0 (%) dir,
(iii) Eger a > 1, then o(z) < ao(z) < o(ax)

Yardimci Teorem 6.3 Herhangi = € ces [(pn), (¢,)], i¢in

i) Eger ||z|| < 1, ise bu takdirde o(z) < ||z|l,
ii) Eger ||z| > 1, ise bu takdirde o(x) > ||z],

1

(

(

(iii) Eger ||z]| =1 < o(x) =1,

(iv) Eger ||z|| < 1, ise bu takdirde o(z) <1,
( L.

<
v) Eger ||z|| > 1, ise bu takdirde o(z) >

Yardimci: Teorem 6.4 z € ces|[(p,), (¢,)] oldugunda agagidaki ifadeleri yazabiliriz.

(i) eger 0 <a <1 ve ||z|| > aise bu takdirde, o(x) > a”,

(ii) eger a > 1 ve ||z|| < a ise bu takdirde, o(z) < a”.
Yardimci Teorem 6.5 (z,,) € ces[(pn), (¢,)] olsun.
(i) eger lim||x,|| = 1 ise bu takdirde; limo(x,) = 1,

(ii) eger limo(x,) = 0 isse bu takdirde limz,, = 0.

Teorem 6.1 ces|[(pn), (¢,)] uzay

el = inf {p > 0 o()zp < 1}
seklinde verilen Luxemburg normu ile beraber bir Banach uzayidir.

Yardimci Teorem 6.6 z € ces|[(p,), (¢.)] ve (x,) C ces[(pn), (gn)] verilsin. Eger
n — oo iken o(x,) — o(x) oluyorsa ve n — oo oldugunda her i € N iken z, (i) —
(x(i) oluyorsa, bu takdirde n — oo i¢in x, — z dir.

Teorem 6.2 ces|[(p,), (¢,)] uzayr Kadec-Klee (H) 6zelligine sahiptir.
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Teorem 6.3 ces|[(pn), (gn)] dizi uzay1 rotund(R) 6zellige sahip degildir.

Hatirlatma 6.1 Eger ¢, = 1 ise, her k i¢in ces [(pn), (¢.)] uzayr Lim|[7] tarafindan
caligilan ces(p) uzayma indirgenir. [5] te Sanhan ve Suantai ces(p) uzaymin rotund
olmadigimi gostermistir. ces [(p,), (¢,)] uzaymm rotund o6zelligine sahip olmadigimin
bagka bir gosteriligi de yukarida verdigimiz icermeden de elde edilebilir.

Ayrica, ces(p) ve ces [(pn), (¢.)] uzaylar arasindaki iligkiden, ces [(p,), (¢,)] uzaymin
LUR ozelligine sahip olmadigini da elde ederiz.

Onerme 6.1 ¢ fonksiyoneli ces(X, pn, ¢,) uzaymda bir konveks modiilerdir.

Onerme 6.2 (i) Eger [|z], < 1 ise bu takdirde o(x) < ||, dir.

(ii) ||z]|, =1 olmasi igin gerek ve yeter sart o(x) =1 olmasidir.

Onerme 6.3 = € ces(X, pn, qn) i¢in agagrdaki ifadeleri yazabiliriz:

(i) eger 0 <a <1 ve ||z||z > aise bu takdirde H = supp, olmak iizere; o(x) > a”

dir. '
(ii) eger a > 1 ve ||z||r < a ise bu takdirde o(z) < a¥ dir.

Onerme 6.4 (x,,) dizisi ces(X, pn, ¢n) uzaymda bir dizi olsun.

(i) eger lim ||z,||, = 1 ise bu takdirde lim o(z,) =1 dir,
n—00 n—00

(ii) eger lim o(x,) = 0 ise bu takdirde lim ||z,||, = 0 dir.
n—oo n—oo

Teorem 6.4 ces(X,py,, q,) dizi uzay1 agagida verilen Luxemburg normuna gore bir
Banach uzayidir:

Iz, :mf{wo:a(f) < 1}.

T

Onerme 6.5 = € ces(X, pn, qn) ve (2,) C ces(X, pn,qn) olsun. Eger n — oo icin
o(x,) — o(z) ve n — o0 i¢in z,,(k) — (k) ise bu takdirde her bir & € Ni¢in n — oo
oldugunda x,, — x dir.

Teorem 6.5 ces(X, p,, q,) uzayr Kadec-Klee (H-property) 6zelligine sahiptir.

Teorem 6.6 Her bir £ € N ve p; > 1 olmak tizere p = (py), reel sayilari simirli bir
dizisi olsun. Bu takdirde; ces(X, py, ¢,) uzay: rotund(R) 6zelligini saglamaz.

Hatirlatma 6.2 ces(X, p,,q,) uzaymda eger ¢, = 1 almrsa; vektor degerli dizi
uzay1l ces(X,p) uzaym elde ederiz. p, > 1 ve g = 1 olsun. Iki tane diziyi x; =
(1,0,0,0,...) ve yx = (0,1,1,0,...) seklinde segelim. Bu takdirde kolayca goriilebilir
ki

o)=Y (%Zmu)

[eS)
r=0
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olarak tammlandiginda, o(z) = o(%5%) = o(y) = 1 elde edilir. Bu nedenle ces(X, p)
uzayl1 g, = 1 i¢in rotund degildir. Ayni1 zamanda, eger X = C veya R ve de her k € N
i¢cin ¢ = 1 ise bu durumda Sanhan-Suantai tarafindan tanimlanan ces(p) uzayim
elde ederiz.
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