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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

GREINER OPERATORU iLE ILISKILENDIRIiLMIi$ HIZLI DIFUZYON
DENKLEMI VE BAZI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Ahmet Ugur UTKU
istanbul Ticaret Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dog¢. Dr. Abdullah YENER
2022, 39 sayfa

Bu tezin temel amac1 agsagidaki dogrusal olmayan hizli difiizyon denkleminin, Greiner
vektor alanlarinda pozitif ¢ézlimiiniin yoklugunu arastirmaktir.

ou_ Vi (A(@)V,u™) + V(w)u™, 2 x(0,T),

at
u(w,t) =0, 22 x (0,7),
uU(w,0) =uy(w) =0 0.

Burada 0 <m < 1,V € Lj,.(2), 0 < A(w) € Lj,.(22) ve N2, Greiner vektor alaninda
diizgiin sinirlara sahip sinirlt bir bolgedir. V. ise Greiner vektor alanlarindaki gradyan
vektoriidiir.

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢ozlimlerinin arastirilmasinda agirlikli LP Hardy tipi

esitsizliklerinin rolii ¢ok Onemli olup tezin diger amaci, Greiner operatoriine
iliskilendirilmis baz1 agirlikli LP Hardy tipi esitsizliklerin elde edilmesidir.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal olmayan parabolik kismi diferansiyel denklemler,
Greiner operator, Hardy esitsizligi, hizli difiizyon denklemi, pozitif ¢dziimiin yoklugu.
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

FAST DIFFUSION EQUATION AND SOME INTEGRAL INEQUALITIES
ASSOCIATED WITH THE GREINER OPERATOR

Ahmet Ugur UTKU
Istanbul Commerce University
Graduate School of Applied and Natural Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Abdullah YENER
2022, 39 pages

The main goal of this thesis is to investigate nonexistence of positive solutions to the
following nonlinear fast diffusion equation:

O V- A@V™ +V(@u™  in 2x(0,T),

at
u(w,t) =0 on 92 x (0,7,
uU(w,0) =uyg(w) =0 in 0.

Here, 0<m <1, VelLl,.(2), 0<A(w) € L, .(2) and V, represents gradient
vector in a bounded domain 2 with smooth boundary in Greiner vector fields.

Importance of weighted LP Hardy type inequalities in the analysis of the solutions of
partial differential equations is well known. From this point of view, the other goal of
this thesis is to obtain some weighted L? Hardy type inequalities asssociated with the
Greiner operator.

Keywords: Fast diffusion equation, Hardy inequality, Greiner operator, nonexistence
of positive solutions, nonlinear parabolic equations.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Greiner vektor alaninda gradyan operatorii

Greiner vektor alaninda Laplace operatorii

Greiner vektor alaninda x, merkezli R yarigaph agik yuvar
n-boyutlu Oklid uzay:

Oklid uzayinda taniml1 gradyan operatorii

Oklid uzayinda tamimli Laplace operatorii

Oklid uzayimda x, merkezli R yaricapli agik yuvar

) bolgesinde p. dereceden tlirevlenebilir fonksiyonlarin uzayi
) bolgesinde p-yerel integrallenebilir fonksiyonlarin uzayi
1 bolgesinin kapanis1 2 = 2 U 002

£ bolgesinin Lebesgue oOlciisii

£ bolgesinde siirekli fonksiyonlar uzayi

£ bolgesinin sinir1

Q-boyutlu B(0,1) birim yuvarinin yiizey alani

Sobolev uzayi

Test fonksiyonlari uzay1

Ce () uzaymin W*P uzaymdaki kapanist



1. GIRIS

Doga bilimlerinde ve bu bilim dallarinin ugrastiklar1 birgok problemin matematiksel
modelinde ve varsa ¢ozlimiinde mutlaka diferansiyel denklemler 6zellikle de Kismi
Diferansiyel Denklemler (KDD) kullanilir. Bu denklemler, dogrusal veya dogrusal
olmayan olmak iizere iki farkli durumda incelenmistir. Bu tezin konusu olan Hizli
Difiizyon Denklemi (HDD) ise dogrusal olmayan tipte bir parabolik diferansiyel
denklemdir. Ek olarak evoliisyon denklemidir. Evoliisyon denklemleri, kismi
diferansiyel denklemlerin x = (x4, x4, ..., X,) uzay1 ve t zaman degiskenini i¢eren
formudur. Bu KDD formunun en yaygin Ornekleri ise 1s1 denklemleridir. Bu
denklemler biiylik ¢ogunlukla 1s1 transferinde dogrusal olmayan difiizyon denklemleri
olarak ortaya c¢ikar. Evoliisyon denklemlerinin dogrusal olmayanlarini, dogrusal
olanlardan ayiran temel fark ise tekilligin varligidir. Bu tarz denklemler i¢in tekilligin
varlig1 demek, t zaman degiskeninin belirli ve sonlu bir T > 0 limitine yaklastiginda
diger degiskenlerin de sonsuza yaklagmasi durumudur. Dahasi; ¢6ziim, sonlu zaman

araliginda sonsuz olur. Bu duruma ¢6ziimiin patlamas1 denir.
En temel dogrusal olmayan difiizyon modeli asagidaki parabolik denklemdir:

u, = Au™, uz=0,

t>0, xeR" (1.1)

Bu denklemde Au™ = div(Vu™) = div(mu™ 1Vu) oldugundan difiizyon,

D(u) = mu™! ifadesi ile sekillenir. Bu ifadede eger

1) m=1 ve D(u)=1 ise difiizyon sabittir ve denklem lineer 1s1
denklemidir.
i) m>1veu— 0 ise D(u) = mu™ ! - 0 olacagindan denklem yavas

difiizyon denklemi yani gozenekli ortam denklemi (GOD) olacaktir.
i) 0 < m < 1 ise dogrusal olmayan evoliisyon denkleminin dontisecegi form

tezin konusu olan hizl1 difiizyon denklemidir.



(1.1) evoliisyon denklemi igin 6nemli genislemeler, denklemin sag tarafina ek bir

terim eklenmesiyle ortaya cikar.

u, = Au™ + F(x,t)

denkleminin ¢oziimlerinin davranislar1 ¢ok sayida arastirmacinin ilgisini ¢ekmis, bu
denklemlerin pozitif ¢6ziimlerinin yoklugu ne tiir durumda ortaya ¢iktig1 irdelenmistir.
Diflizyon problemlerinde; u ¢6ziimiiniin sicaklik, yiikseklik veya yogunluk gibi
fiziksel bir niceligi temsil ettiginden sadece pozitif ¢oziimleri ele alinmaktadir

(Vazquez, 2000).

Tiim bu bilgilerden elde edilen ¢ikarim, hem potansiyel hem de kaynak terim iceren
¢ok daha genel bir problemin pozitif ¢oziimiiniin hangi sartlara bagli oldugu sorusudur.

Bu tezin ilk gayesi, 0< m < 1 durumu igin

a_u =V, A(@)V,u™) + V(w)u™, 2x(0,7),

Jat (1.2)
u(w,t) =0, 22 x (0,7), '
uU(w,0) = uy(w) =0, 0

seklinde verilen dogrusal olmayan hizli diflizyon probleminin Greiner vektor
alanlarinda pozitif ¢oziimiiniin yoklugunu incelemektir. Burada, V € L},.(2) ,
0 < A(w) € L},.(2) ve Q2 ise Greiner vektor alaninda diizgiin sinirlara sahip sirli

bir bolgedir.

R™’de LP Hardy esitsizligi, ¢ € Co(R") vel < p < n olmak iizere, asagidaki
gibidir:

[ionan=(2) [#a

|x|P
]Rn

Buradaki (np%p)psabiti en iyi sabittir (Shen, 1980).



Tekil potansiyele sahip dogrusal veya dogrusal olmayan bazi kismi diferansiyel
denklemlerdeki ¢oziimlerin irdelenmesi i¢in Hardy esitsizlikleri son derece 6nemlidir.
Referans olarak (Balinsky vd., 2015; Ghoussoub ve Moradifam, 2013; Kufner ve
Persson, 2003) kaynaklar1 detaylica incelenmelidir. Bu ylizden bu tez c¢alismasinin
diger bir amaci ise agirlikli Hardy tipi esitsizlikler elde etmektir. Elde edilen radyal

olmayan agirlik fonksiyonlarina sahip LP Hardy tipi esitsizlikler su sekildedir:
¢ € Cy(2) ve p > 1 olsun. O halde,

cos h* y,

fcos h® v, |V, p|Pdw > (p — 1)[W|¢|pdw
2 X logP~1x,

0

esitsizligi 2 = {w = (x,y,1) € R¥"*1: x; > 1} ve a € R iken;

fe‘pxl |V p|Pdw = fe‘pxl |p|Pdw

N N

esitsizligi de 2 ¢ R#™*! simirli bir bolge olmak iizere gegerlidir.

Tez yedi béliimden olusmaktadir. Giris béliimiiniin ardindan Literatiir Ozeti baslhig
altinda ele alinan konu ve denklemler ile ilgili yapilmis olan ¢caligmalar 6zetlenecektir.
On bilgiler olarak adlandirilan iigiincii boliimde, tez icerisinde kullanilacak tanimlar,
teoremler ve esitsizlikler verilecektir. Dordiincli boliimde ise Greiner operatorii
tanitilacak ve temel 6zellikleri ifade edilecektir. Besinci boliimde ise Greiner vektor
alanlarinda tezin konusu olan hizli difiizyon probleminin pozitif ¢éziimiiniin yoklugu
analiz edilecektir. Altinct boliimde Greiner operatorii ile iligkilendirilmis Hardy
esitsizlikleri ile ilgili caligmalardan bahsedilecektir. Yedinci ve son boliim olan Sonug

ve Oneriler kisminda ise tezin kisa bir dzeti yapilacaktir.



2. LITERATUR OZETi

Tezin bu béliimiinde Oklid uzaymda ve Greiner vektdr alanlarinda hizli diflizyon

denklemleri ve Hardy tipi esitsizlikler ile yapilmis bazi ¢aligmalar verilecektir.

Ik olarak Baras ve Goldstein (1984), asagida ifade edilen Dirichlet smnir kosulu ile

verilmis lineer parabolik problemi Oklid uzayinda ele almistir.

Jdu c

_=Au+_2u ) .QX(O,T),

at | x| (2.1)
u(x,t) =0, a2 x (0,T), '
u(x,0) =uy(x) =0, 0.

N2
Bu problemde ¢ > Cp: = (nTZ) ise pozitif ¢cozlim yoktur. Pozitif ¢ozlimiin varligi ise

n

N2
ancak ¢ < €, sartt ile mimkiindiir. Buradaki Cj, = (TZ) sabiti L? Hardy

esitsizligindeki en iyi sabittir. Oklid uzayindaki L? Hardy esitsizligi su sekilde ifade

edilir:

n-— 2>2 |p(x)|?

> 2 dx, n>3, V¢ e Cy(R").

Eé[ Vo (olPdx > (

Daha sonra Cabre ve Martel (1999) yukarida ifade edilen g¢alismanin genel V(x)
potansiyelli halini ele almistir. Agik¢a ifade etmek gerekirse ele alinan problem su
sekildedir:

du

T Au+V(x)u, 2 x(0,T),
u(x,t) =0, a2 x (0,7),
u(x,0) = uy(x) =0, 0.

Burada 2 c R™ ve V € L}, () seklindedir.

Ote yandan, Garcia ve Peral (1998), (2.1) problemini farkl bir LP tipi potansiyelli su

seklini incelemislerdir: 2 sinirl bir bélge ve 0 € 2 olmak iizere,



u
— =Au+

= p-1 0 T
T P x (0,T),
u(x,t) =0, a2 x (0,7),
u(x,0) = uy(x) =0, 0.

-p\? . . i e - -p\P .
Burada, eger ¢ > (?) ise problemin pozitif ¢oziimii yoktur; eger ¢ < (%) ise

—\P
problemin pozitif ¢oziimleri vardir. Buradaki ¢ = (?) sabiti LP Hardy

esitsizligindeki en iyi sabittir. n-boyutlu Oklid uzayindaki LP Hardy esitsizligi
herhangi ¢ € W1P(R™) fonksiyonu ve 1 < p < n degeri igin su sekilde ifade edilir:

f Ve (x)Pdx
Rn

> (2=2) LI 2.2)

p |x|P
n—p p - . =il P
Ek olarak, (T) sabiti en iyi sabittir (Shen, 1980).

Diger yandan, Goldstein ve Kombe (2003) yilindaki ¢aligmalarinda lineer olmayan,
dejenere parabolik kismi diferansiyel problemin varyasyonel yontem ile pozitif

¢Ozlimiiniin yoklugunu incelemistir. Problem su sekilde ifade edilir:

3—1: =AW +Vx)um, 2 x(0,7),
u(x,0) = uy(x) =0, 0, (2.3)
u(x,t) =0, a2 x (0,7T).

Burada 0 <m <1, V€ LL . (2) ve 2, R"’de diizgiin simrlara sahip smirl bir

bolgedir.

Daha sonra, Goldstein vd. (2005) lineer olmayan tekil potansiyelli ve kritik iisse sahip



du

Frin div(|x|~2AvVu™) + V(x)u™, 2% (0,7),
u(x,t) =0, a2 x (0,7),
u(x,0) = uy(x) =0, 0

parabolik probleminin pozitif ¢éziimiinin yoklugunu arastirmiglardir. Burada
O<m<1,AeRve2 cR™

Koémbe (2006) yilindaki yaptigi calismayla (2.3) lineer olmayan hizli difiizyon
problemini Grenier vektor alanlarina genisletmistir. Acikga ifade etmek gerekirse bu

problem su sekilde verilir:

du

S Au™ + V(w)u™, 2 x(0,T),
uU(w,0) = uy(w) =0, 0,
u(w,t) =0, a2 x (0,7).

Burada 2 ¢ R?"*! diizgiin simirlara sahip bir bolge, 0 <m < 1 ve V € L}, .(R2)

olmak iizere, k > 1vej=1,2,..,nigin

) d Y 9
X; = —+2kyjlz|?* 2~ ile  Y;=-——2ky;|z|?*"? =

I 9x; al A al

ifadeleri A= ]'-‘=1(X]2 + y}?) Greiner operatdriinde bulunan vektor alanlarini temsil
etmektedir. w = (z,1) = (x,y,1) € R" X R™ X R Greiner vektor alanlarinda jenerik

bir nokta ve |z| = /|x|? + |y|? dir.

Daha sonra, Ahmetolan (2008) asagidaki dogrusal olmayan tekil katsayili parabolik

problemin Greiner vektor alani {izerindeki pozitif ¢oziimiiniin davranislarini

incelemistir.
du? _2
TR Vi (lo|~*"Vu™) + V(w, tH)u™, 2 x(0,T),
u(w,t) =0, a2 x (0,7),
uU(w,0) = uy(w) =0, 0.



Burada 0 <m <1, V(w,t) € L},.(2 X (0,T)) *dir. Burada V, Greiner vektor

alanlarinda gradyan operatorii olup 2 ¢ R?>"+1,

Tiim bu ¢aligmalardan hareketle ele alinan ve bu tezin ana konusu olan hizli difiizyon

problemi su sekildedir:
du
T Vi - (A(@)V,u™) + V(w)u™, 2 x(0,T),
u(w,t) =0, a2 x (0,7),
u(w,0) = uy(w) =0, 0.

Burada, 0 <m <1, Ve L}, .(2), 0 < A(w) € L},.(2) olmak iizere; 2, Greiner

vektor alaninda diizgiin sinirlara sahip sinirli bir bolgeyi temsil etmektedir.

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin arastirilmasinda, 6zellikle de dogrusal
olmayan tekil potansiyele sahip bazilarinin ¢dziimlerinin arastirilmasinda Hardy
esitsizliklerin rolii oldukga kritiktir. (2.2) ile verilen n-boyutlu Oklid uzayindaki L?
Hardy esitsizliginin Greiner vektor alanlarindaki analogu Zhang ve Niu (2003)
tarafindan elde edilmis olup bu esitsizlik sdyledir: Herhangi ¢ € €3 (RZ**1\{(0,0)})

fonksiyonu ve 1 < p < Q degerleri igin

] IV, [P dzdl > (Q ; p)p J <|%|>p(2k_1) ('%')p dzdl

R2N+1 R2N+1
esitsizligi gegerlidir. Burada @, Greiner vektor alanlarindaki homojen boyut olup p ise
p=pl) =z +1HY* k=1
seklinde tanimlanan norm fonksiyonudur.

Diger yandan, Lian (2013) tarafindan

B +ap — o\P B pk=-1) | 1 1p
f —|Z|+B |Vk¢|pdzd12(—Q ) f |Z|+ﬁ <E> OF
p* p p* p pP

R27+1 R21+1

7



agirhkli Hardy esitsizliginin ¢ € C3°(R?™*1) igin gegerli oldugu ispatlanmustir.
Buradal1<p<Q—-—avef+2n+ (p—1)(2k —1) > 0’dir. Ayrica, esitsizliteki

P
(%) sabiti en iyi sabittir.

Daha sonra, Ahmetolan ve Kémbe (2016) tarafindan iki agirlikli Hardy esitsizlikleri
incelemistir. Ayrica, Yener (2018) yilinda Greiner vektor alanlarinda genel agirlikli
LP Hardy tipi esitsizlikler elde etmek i¢in kullanilan yeni ve etkili bir yontem

tanitmistir.

Bu tezde ayrica yukarida bahsedilen ¢alismalardan faydalanilarak radyal olmayan
agirlik fonksiyonlarina sahip LP Hardy tipi esitsizlikler elde edilmistir. Bu esitsizlikler
su sekildedir: ¢ € Cy’ (£2) ve p > 1 olsun. O halde,

cos h® y;

fcos h® |V p|Pdw = (p — 1) f ” |p|Pdw
2

Pl1oop-1
(0] X
0 1 g 1

esitsizligi 2 = {w = (x,y,1) € R*"*1: x;, > 1} ve a € R iken;

fe-vxl IVedlPdew = fe—pxl lpPdw

) ko)

esitsizligi de 2 ¢ R#™*! siirli bir bélge olmak iizere gegerlidir.



3. ON BILGILER

Bu boéliimde, sonraki boliimlerde gerekli olacak bazi tanim, teorem ve esitsizlikler

verilecektir. Detayh bilgi i¢in (Adams, 1975; Evans, 2002) kaynaklar1 incelenmelidir.

3.1 Fonksiyon Uzaylari
R™, n-boyutlu Oklid uzay1 ve 2 bu uzayda basit baglantili bir acik kiime olsun.

a = (aq, ay, ..., ay) negatif olmayan a; tamsayilarinin n bilesenlisi ise & ¢oklu indis

denir.

i=1

, . a .
olur.1 <i<niginD; =—lse
i

n
o plal
L0 ax 0xy?, ., 0yt

2 n

|a|. mertebeden diferansiyel operator belirtir. Ayrica bir u: 2 — R fonksiyonun

destegi s0yle tanimlanir:

suppu = {x € 2 : u(x) # 0}.

Eger supp u kompakt alt kiime ise u fonksiyonu kompakt destege sahiptir denir. £

bolgesinde kompakt destege sahip olan C(2) ve € (£2) siniflarina ait fonksiyonlarin



olusturdugu uzaylar sirasiyla Co(£2) ve Cg' (2) ile ifade edilir. Cg’(2) uzaymin

elemanlarina test fonksiyonu ad1 verilir (Adams, 1975).

Tanim 3.1 LP uzayr

Bir 6nermenin dogru olmadig1 noktalarin kiimesi sifir dl¢iilii bir kiime ise 6l¢iisii sifir
olan bir kiime tarafindan kapsaniyorsa bu énerme hemen hemen her yerde dogrudur

denir ve h.h.h. seklinde kisaltilir.

02, R™’de olgiilebilir bir kiime ve 0 < p < oo olsun. £ iizerinde Ol¢iilebilir olan ve

asagidaki sart1 da saglayan

flulpdx <
2

[u] ;:={v:u=v h.h.h. x € Q} formundaki denklik sinifindan olusan kiimeye p.
kuvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir ve bu siif LP(£2) ile gosterilir.

1 < p < o olmak iizere,

1/p
ltllr ) = ( f |u|v)
0

normu ile LP () bir Banach uzayidir (Adams, 1975).
Tanim 3.2
0 bolgesinde Olgiilebilir bir u fonksiyonu igin h.h.h. |u| < K olacak sekilde bir K

sabiti varsa bu u fonksiyonu h.h.h. smirlidir denir. Boyle K sabitlerinin en biiyiik alt

sinirina ise w’nun 2 bolgesindeki esas supremumu denir ve esssupg|u| seklinde

ifade edilir (Adams, 1975).
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Tanmim 3.3

0 bolgesinde reel degerli, Olgiilebilir, h.h.h. sinirli olan fonksiyonlarin denklik
smiflarinin olusturdugu uzaya ise 6zde sinirlh fonksiyonlar uzayi denir ve L*(£2) ile
gosterilir. L* () uzay1

llullp @) = esssupg|u|

normu ile birlikte bir Banach uzayidir (Adams, 1975).

Tanim 3.4

02, R"’de agik bir bolge ve 1 < p < oo olsun. 2 bolgesinin her kompakt K alt

kiimesinde

flulpdx
2

integrali var ve sonlu ise bu u fonksiyonuna p-yerel integrallenebilir fonksiyon denir

ve bu fonksiyonlarin uzayi Lj,.P () ile gosterilir (Adams, 1975).
Tanim 3.5

Hemen hemen her x € R" i¢in pozitif ve yerel integrallanebilir olan bir a
fonksiyonuna agirlik fonksiyonu ad1 verilir. 2, R®’de agik bir bolge, 1 < p < o ve a

agirlik fonksiyonu olsun.

jalul”dx <
2

sartin1 saglayan ve Olgiilebilir u fonksiyonlarinin olusturdugu kiimeye agirlikli

Lebesgue uzayi denir ve LY () sembolii ile gosterilir. Bu uzayda norm

11



1/p
Il pea = ( f a|u|pdx>

0}

olarak tammlanir. LY (2) uzay: yukaridaki norm ile bir Banach uzayidir (Adams,
1975).

Tanim 3.6

a ¢oklu indis ve £2 € R™ bir bolge ve de u € L}, () olsun. Eger V¢p € C§ () igin

![uD“qbdx = (—1)“fv¢dx

2

ifadesini gercekleyen bir v € LY .(£2) fonksiyonu var ise v’ ye u’nun a. mertebeden

zayif tiirevi denir ve v = D%u ile gosterilir.
Tanim 3.7

02, R™’de bir bolge ve 1 < p < oo olsun. k negatif olmayan herhangi bir tamsay1
olmak tizere,
WkP(Q) = {u e LP(2):V|a| < k; D*u € LP(2)} olarak tanimlanmus ifadeye

Sobolev uzayi denir. Bu uzay

( 1/p
<Z le“uI” dx) , 1<p<o
|a|sk!2

essupg|D*u|? , p=

”u”Wk,P(_Q) =

k ||k
normu ile birlikte bir Banach uzayidir.

Cy (2) uzaymmn WP (Q) uzaymndaki kapanisi W P (0) ile gosterilir (Edmund ve
Evans, 1987).
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Teorem 3.1

E olgiilebilir bir kiime olmak iizere (u,,), negatif olmayan 6Slciilebilir fonksiyonlarin

bir dizisi ise

liminf | u,dx > | liminfu,dx

n-ow E -
ozelligi saglanir (Adams, 1975).

Teorem 3.2

E olgiilebilir bir kiime ve (u,,), negatif olmayan 6lg¢iilebilir fonksiyonlarin monoton

artan bir dizisi olsun. Eger h.h.h. x € E i¢in (u,) u fonksiyonuna yakinsak ise

asagidaki ifadeler esittir.

lim | u,dx = f udx
E E

n—-oo

(Adams, 1975).

Teorem 3.3

E Olgiilebilir bir kiime ve (u,), E lizerinde u fonksiyonuna h.h.h. yakinsayan
Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlarin dizisi olsun. Eger h.h.h. x € E i¢in |u,| <

v olacak sekilde Lebesgue integrallenebilir bir v fonsiyonu varsa u da Lebesgue

integrallenebilirdir ve asagidaki esitlik
lim | u,dx = j udx
E E

n—oo

saglanir (Adams, 1975).
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3.2 Green Ozdeslikleri ve Integrasyon Formiilleri

02, R™ uzayinda agik, sinirl bir bélge ve k = 1, 2, ... olsun. B(xg, R), xo merkezli R

yarigapli bir yuvar olsun ve eger her bir xo € 12 icin
2N B(xo,R) = {x € B(xg, R): x, > u(x1, X3, ..., Xn_1)}

olacak sekilde bir R sayist ve C* sinifindan bir u: R*~1 — R fonksiyonu varsa a2
smir1 C* smifindan, her bir k € N degeri i¢in a2 smir1 C* sinifina ait ise C®
smifindandir denir. Eger 802 sinir1, €1 sinifindan ise bu sinir1 dis yonlii birim normal

vektorii n = (g, ..., Nj, -, Ny) Olarak tanimhidir. u € C1(2) olmak iizere, n - Vu
ifadesine u’nun dis yonlii normal tiirevi denir ve Z—: ile gosterilir. EK olarak a0

sinirinin ylizey alan bileseni dS ile gosterilir.
Teorem 3.4

2, R™ uzayinda agik ve smirli bir blge olsun. Ayrica a2 smir1 da C! smifina ait

olsun. u € C1(R)isei =1,2,...,nicin

ou
ja—dx = jurh-dS
00

i
olur (Evans, 2002).

Teorem 3.5

2, R" uzayinda acik, smirli bir bolge ve 82 smir1 da C! smifina ait olsun. Bu

durumda, her F € C1(2, R™) vektr alani icin

fdidexzf F.ndS
[0} a0

olur (Evans, 2002).
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Teorem 3.6

2, R™ uzayinda acik, smirlt bir bélge ve 82 smir1 da C! smifina ait olsun. Ayrica

u, v € C%(2) olsun. O halde

) JyAudx = [,3tds,

v

ii) fQVv-Vudxzfanarl

udS — | , uAvdx,

v ou
iii) fn(uAv—vAu)dx—fm(ua—q—va—n)ds,

iv) [ Vul® = fan%uds_ J, ubudx

formiillerinden s6z edilir (Evans, 2002).

3.3 Esitsizlikler

Bu boliimde ise tezin geri kalaninda kullanilacak bazi 6nemli esitsizlikler teorem

halinde ifade edilecektir.

Teorem 3.7

x,yER p>1 ve%+%= 1 olsun. Bu durumda

esitsizligi gecerlidir (Evans, 2002).
Teorem 3.8

£>0,x,yE]R,p>1ve%+$= 1 olsun. Buna gore

lxy| = exP + c(e)y?
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esitligi gecerlidir (Evans, 2002).

Teorem 3.9

2, R uzaymda bir bélge, p = 1, ¢ < o, % + % = 1 olsun. u € LP(2) ve v € L1(0)

ise uv € L1(2) olur ve

1/p 1/q
fluvldx < (flul"dx) (flvlqu>
0 0 0

esitsizligi gecerlidir (Evans, 2002).
P = q = 2 iken bu esitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi ad1 verilir.
Teorem 3.10

1 < p < n olmak iizere, her u € W P (R™) igin

n — p\P ul?
fquIpdx > ( p) [ul dx
p | x[P
R® R®

—p\P
olur. Ek olarak, (%) pozitif sabiti en iyi sabittir (Azorero ve Alonso, 1998).

Teorem 3.11

a € R, 1< p <n+ aolmak iizere, her u € Cy (R™) igin

n+a—p\?
j x| Vul? > (Tp) f x| P [ulPdx

R™? R"

esitsizligi gergeklenir (Balinsky vd., 2015).
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4. GREINER OPERATORU

4.1 Temel Tanim ve Kavramlar

Tezin bu bolimiinde, Greiner operatorii ile ilgili temel tanim, teorem, Snemli
gosterimler ve yapilar anlatilacaktir. Detayli bilgi igin (Kombe, 2006; Yener, 2018)
referanslar1 incelenmelidir.

Greiner vektor alanlarinda bir nokta su formdadir: n > 1 olmak iizere,

w=(z1=((yl)eR"XR" XR.

A, Greiner operatorii su sekilde tanimlanir:

n
A= Z(X]-Z +Y2). (4.1)
=1
Buradaki
9 9 9 9
X = — 4 2ky |zl 22 Y = 2hey;|2|2R 2 o 4.2
j ax]--l_ y]lzl EY bi ay]' y]lzl EY (4.2)

vektor alanlarina Greiner vektdr alanlari denir. Ayrica, z = (x,y) € R?", | € R,
k>1vej=1,2,..,ndir. k=1 durumunda A, operatori H™ Heisenberg grubu
tizerinde tanimli Ayn alt-Laplace operatoriine indirgenir. A, Greiner operatoriiniin

acik halde ifadesi su sekildedir:

2

0 0
— k— k—
A=A, + 4k?|z|? 2—612 + 4k|z|? 2—alT.

2 2
Buradaki A,= ¥, ( o+ 6_2) ifadesi z = (x,y) € R?" degiskenine gore Laplace

3.2
6x]- ay]

operatoriinii belirtmektedir ve ayrica
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n

-3

133
._—x._
= y]ax]' ]ay]

olarak ifade edilir. Detayli bilgi i¢in (Beals vd., 1986; Greiner, 1979) calismalar1

incelenmelidir.

Ay operatdrii R*™*1°deki her bir nokta i¢in 2n + 1 boyutlu bir vektdr alan1 olusturur.

(4.2) vektor alanlart yardimi ile Greiner gradyan vektorii su sekilde verilir:

Vk= (Xl, X2, e 'XTU Yll Yz, ) Yn).

Diger yandan,

5, =(z,1) = (Az,2%k1), 21>0 (4.3)
dilatasyon doniisiimii, R?"*1 *deki bir cismin seklini degistirmeyecek bi¢imde
daraltma ya da genisletme isini yapan doniigiimdiir. Degiskenlerin doniisiimii su
sonucu Vverir:

d8,(z,1) = 2%dzdl = 2%dw.

Burada Q = 2n + 2k olup &; fonksiyonuna gore homojen boyuta sahiptir. Greiner

vektor alaninda norm fonksiyonu su sekildedir:
p = p(z,1) = (|z|** + 12)1/4k,
Burada |. | standart Oklid normunu ifade etmek iizere |z| = /|x|2 + |y|? seklindedir.

Norm fonksiyonu olan p, A, alt-eliptik operatoriiniin temel ¢6ztiimiiyle yakin iliskilidir

ve daha fazla bilgi i¢in (Niu, vd., 2003) incelenmelidir.
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4.2 Diferansiyel Hesap

Tezin bu boliimiinde Greiner operatériinde diferansiyel hesapla ilgilenilecektir. Simdi

hesaplamalarda kullanilacak olan R2™*1*deki baz1 6nemli 6zdeslikler verilecektir.

p norm fonksiyonunun birinci tiirevi su sekildedir:

| |2k 2
Vip = =y — (xlz|% + yl, y|z]|?* — xD). (4.4)

Ek olarak, (4.4) gradyan fonksiyonunun normu:

|Z|2k—2
Vipl = po=y

seklinde elde edilir (Yener, 2018).
Onerme 4.1

u: R?"*1 - R diferansiyellenebilir bir radyal fonksiyon ise her w € R?™*1\{0} i¢cin

r2k-1 z
IViu(p)|? = <p2k_1u’(p)>

esitligi gecerlidir.

Kanit 4.1

R2"+1 Greiner operatdriinde gerekli tiirev islemleri ile, her j = 1,2, ..., n i¢in

(p) _, 0u(p) ap dp
LB e 2D _ ap k-2 0P
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esitlikleri elde edilir. Diger yandan,

ap 1 . 1 L

aza(lzl‘l +lz)4k Zl ZW

a_xj — (|Z|4k + l2)4k 1|Z|4-k 1|7J| — p4.k—1 Xj
4k—2

Yi
|Z|4k—1 - p4k—1 Yj

ap J;—l
—— = (lz|** + )3
a)ﬁ

ve

1 -1
—|z] = E(xlz+x§+---+x§+y12+---+yﬁ)2ij=

kismi tlirevleri seklinde hesaplanmaktadir. Bu ifadeler yerlerine yazildiginda

er—Zl
Xju(p) = ey (7™ + y;L)u' (o)

ve

er—Zl

Yup) = = (™ = 1)’ (0)

bulunur. Buradan,

IViu(p)* = Viulp) - Viu(p)

n

= (IXu@|* + [u@)

i=1

5|

r2k-1 2
= <p2k_1u’(p)>

2
+

r2k—21
p4k—1 (xJ'TZk + yjl)

-

20
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0zdesligi elde edilmis olur.
4.3 Integral Hesap

Tezin bu alt bolimiinde, Greiner operatoriindeki bazi radyal fonksiyonlarin integralini
hesaplayabilmek i¢in (Niu P. vd, 2010) tarafindan tanitilan kiiresel dontisiimler

verilecektir.

Bp(0) = {w € R™* | p(w) < R}, 9Bx(0) = {w € R** | p(w) = R} olarak
belirlensin ve 0 := BRZ\B_Rl, 0 < R; <R, < olarak ifade edilmis bir halka

olsun. 2 halkasi iizerinde tanimli herhangi bir

w=(z,1) =0yl :=®(p,01,0; .. ,0m_1)
noktasinin kiiresel koordinatlardaki formu su sekilde tanimlanmistir:

1
X, = p sin2k 6 cos 04,

1
Y, = psinzk0 sin 64 cos 0,

1
X, = psinzkO sin 6, sin 0, cos O3,

1
Yy, = psinzkl sin 0, sin 0, sin O3 cos 0,,

1
X, = psin2k@ sin B, sin B, ...sin 6,,,_3 sin 6,,,_, cos O,,,_1,

1
Y, = psin2kO sin 6, sin 6, ...sin O,,,_3 sin O,,,_, sin O,,,_1,

[ = p?¥ cos@.

Burada, j = 1,2,...,.2n — 2 i¢in 6; € (0,m) ve 6,,_1 € (0,2m) olup R; < p <R,

seklindedir. Yukarida tanimlanmis kiiresel doniisiimlerden
r* = pt(sin@®)P/?*,  p>1

esitligi elde edilebilir ve kiiresel koordinatlardaki p, 6, 84, ..., 65, _1 degiskenleri,
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p=(r*+ 12)1/4,
. (T1?
0 = arcsin (p—z),

X
0, = arccos (71),

_ Yn-1
Orn—2 = arccos | —-————|,

rll5Z1° sin6
6 = arccos | —— 22
2n—-1 — — E
r[1321%sin6, )’

seklinde agik formda ifade edilir. Ayrica,

n-k
| J(@)| = p?tsin "k 0 sin?""%0, ...sin %6,,_35in %6,,_,

dir. Boylelikle, R?"*1 Greiner vektor alanlarindaki birim yuvarin kiiresel

koordinatlardaki hacim diferansiyeli su sekilde yazilabilir:

n—k
d(l) = pQ_ldpSin T@d@ sin 271.—291 ..Sin 292n_35in 02n_2d01 d@Zn_ZQZn_l.

Diferansiyel daha kompakt olarak dw = p®~1dpdo seklinde ifade edilebilir. Burada,

n—k
dO- = Sin T@ Sin Zn_zel Sin 92-”_2 d9d91 e n d92n_2d92n_1

dir. Eger u fonksiyonu

|Z|p(2k—1)
u(w) = WU(P) = [ViplPu(p)

formunda ise integral

22



fu(w)dw = fIVkapu(p)dw

5 D
s R
n—k pQ2k-1)

=¥n| | (sin@) kK * 2k dB pr‘lv(p)dp
0 Ry
R;

= Sn pr‘lv(p)dp
Ry

olarak hesaplanabilir. Burada,

2

s
Yn:= f f f Sinzn_z 61 ...Sin 92n_2d91 d92n_2d92n_1
0 0 0

2 ([ sin®"20,d0,) ... (f, sin 05,_5d05,_).

R?™°deki Oklid kiiresinin Lebesgue dlciisiidiir ve

r n—k p(2k-1)
Sn =7V, | (sinf@) k 2k do

0

seklindedir.
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5. GREINER VEKTOR ALANINDA HIZLI DiFUZYON
DENKLEMLERI

5.1 Pozitif Coziimiin Yoklugu

Tezin bu boliimiinde Greiner vektor alanlar iizerinde lineer olmayan hizli diflizyon
probleminin ¢6ziimii ile ilgilenilecektir. 11k, bu denklem ile ilgili yapilmis daha 6nceki

calismalardan bahsedilecektir.

Koémbe (2006) yilindaki ¢calismasinda

du

E 3 Akum + V(w)um ) 2 x (O' T):
u(w,t) =0, a2 % (0,7),
u(w,0) = uy(w) =0, 0

dogrusal olmayan hizli diflizyon probleminin Greiner vektor alaninda pozitif

¢Oziimiiniin yoklugu ile ilgilenmistir.

Daha sonraki yillarda Ahmetolan (2008), Greiner vektor alani {izerinde

oud

2 = V- (Il 727 V™) + V(w, Du™, 2x(0,1),
u(w,t) =0, a2 x (0,7),
uU(w,0) = uy(w) = 0, 0

dogrusal olmayan tekil katsayili parabolik problemini ¢caligmistir.

Bu tezin konusu olan problem ise su sekilde ifade edilir:

a_u =V, A(w)V,u™) + V(w)u™, 2 x(0,T),

at (5.1)
u(w,t) =0, a2 x (0,7), '
uU(w,0) = uy(w) =0, 0.

Burada 0 <m <1, VeLL.(2), 0<A(w)€LL.(2) ve 2, Greiner vektor

alaninda diizgiin sinirlara sahip smurlt bir bolgedir.
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Bu problemlerdeki ¢oziimler asagidaki sekilde tanimlanmaistir.
Tanim 5.1

N’nin disinda kalan, siirekli yerel pozitif u ¢ézlimleri asagidaki 6zellikleri saglar.
i) N, 2 bolgesinde Lebesgue olgiisii sifir olan kapali bir alt kiime,
i) u: [0,T) » L1(2) fonksiyonu baz1 T > 0 degerleri icin siireklidir.
i) (w,t) > u(w,t) € C((2\N) x (0,T)),
iv) (2\N) x (0, T) bolgesi iizerinde u(w, t) > 0,

V) lt1_>no1 u(.,t) = uy,

vi) u, (5.1) kismi diferansiyel denkleminin ¢oziimii ise Vu € L%, .(2\N).
Eger u ¢6ziimt, (i), (ii), (iii), (iv), (v) ve (vi) ifadelerini saglarsa bu duruma N’nin
disinda kalan genellestirilmis pozitif ¢éziim denir. Bu ifade N’nin disinda kalan pozitif
stirekli ¢oziimlerden daha geneldir. Eger N = @ ise u i¢in sadece genellesmis pozitif

yerel ¢oziim denir (Kombe, 2006).

Simdi, Greiner vektor alanlarindaki diizglin sinirlara sahip smirli bir £ bolgesinde

gecerli olan Sobolev esitsizligi verilecektir.

Teorem 5.1

0 c R?™1 ginirl bir bolge olmak iizere, 1 <p < Q ve p* = Qp—_Qp olsun. Herhangi

¢ € Cy () fonksiyonu i¢in

1/p*
<f|¢|”*dw> < S(flvkqblpdw)
0 0

esitsizligini ger¢ekleyen bir pozitif § sayisi vardir (Capogna vd., 1993).

1/p
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Lemmab.1

Q
0 c R?™*1 diizgiin sinirlara sahip sinirl bir bolge, A € LP(2) ve ¢ € € (2) olmak

tizere herhangi 0 < € < 1 sayisi igin

f A(w)|pPdw

0

< wa oP dw + C(¢) fl(blpdw
T201-9) k J

esitsizligini saglayan bir C (&) pozitif sabiti vardir (Kémbe, 2006).
Ispat5.1
Hemen hemen her w € 2 igin (4,,)n>1 dizisi

Ap(w) = min{4,(w),n}

Q
olarak tanimlansin. O halde, L () tizerinde n — oo iken A,, » A olur. Buradan,

[ a1gpde

0

< fIA —An||¢|”dw+nf|¢|pdw
0 0

esitsizligi elde edilir. Elde edilen esitsizliginin sag yanina Holder esitsizligi
uygulanarak yazildiginda
Q-p

r/Q op 0
< <f|A —AnIQ/”dw> <II¢IQ——I’dw> +nJ|¢|”dw
2 2 2

olur. 1 < p < Q igin Sobolev-Poincare tipi esitsizlik yardimi ile

[ 9w

0

Q-p

Qp. Q
( |¢|Q—Pdw> SS<f|vk¢|P dw)
0 0
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ifadesi elde edilir. Dolayisiyla, buradan

[ a1gpde

0

r/Q
<S§ (fIA - An|Q/Pdw> f|vk¢|r' dw + nf|¢|rdw
0

0 0

esitsizliginin gergeklendigi goriiliir. Son olarak, yeterince biiyiikk bir n sabiti ve

herhangi 0 < € < 1 degeri i¢in

r/Q e
— Q/p < _
(]lA Anl d“’) =2(1-9s
(/]

olur. n = C(¢) segildiginde istenen sonug elde edilmis olur.

Simdi ise tezin ana problemi olan hizli difiizyon probleminin pozitif ¢6ziimiiniin

yoklugu arastirilacaktir.
Problem 5.1

0 c R?*™*1 diizgiin siira sahip siirl bir bolge, N ise 2 bodlgesinde Lebesgue dl¢iisii
sifir olan kapali bir alt kiime olsun. V(w) fonksiyonu ve pozitif A(w) fonksiyonu

L},.(2\N) sinifindan birer potansiyel ve 0 < m < 1 olmak iizere,

O V- A@Va™ + V@™, 2% (0,T)

at (5.1)
u(w’ t) =0 a0 x (0, T), -
uU(w,0) = uy(w) =0, 0

dogrusal olmayan hizli diflizyon probleminin hangi sartlar altinda pozitif ¢oziimi

yoktur?
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Teorem 5.2

2 c R?***1 diizgiin sinira sahip smirh bir bolge, N € £, Lebesgue dlgiisii sifir olan

kapali bir alt kiime ve Q = 2(n + k) homojen boyut olsun. V(w) € L},.(2\N),

0 < A(w) € LL (2\N) ve % < m < 1 olmak iizere,

Ry

_ fpe+ A(@)IVigplPdw — [, V(w)|¢*dw
- J,|®? dw

(5.2)

olsun. Eger baz1 € > 0 degerleri i¢in
inf{Ry:0 = ¢ € CF(2\N)} = —0

oluyorsa (5.1) hizli difiizyon probleminin N’nin disinda kalan genellestirilmis yerel

pozitif ¢coziimii yoktur.

Ispat 5.2

Bu teoremin kanitlanmasinda kullanilacak ispat tiirii ¢eligki yontemidir. T > 0 olsun.
u: [0,T) - L1(2) fonksiyonu (2\N) X (0,T) bélgesinde (5.1) probleminin pozitif

¢Oziimii olsun. Ayrica uy > 0 ancak uy # 0 olsun. ¢ € Cy’ (2\N) olmak {izere,

g—ttl =V (A(@)Viu™) + V(w)u™

2
denkleminin her iki yani f—mtest fonksiyonu ile ¢arpilirsa

2 2
5t (o) = e @) + V()

at \um
esitligi elde edilir. Bu esitlik 2 ¢ R?™*1 bolgesi iizerinde integre edilirse
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du ¢p? 1 d m 2
Eu_’"dw_—l—mafu ¢“(w)dw
) 0

¢Z
= | (Vi - (A(@)V,u™)) o dw

S)

+ fV(w)gbZ (w)dw (5.3)
2

esitligi elde edilir. Daha sonra,

fi

0

¢2
- (A(w)Vu™)) o (5.4)

ifadesine kismi integrasyon uygulandiginda

2 2
j(Vk : (A(w)Vku"’))Z)—mdw = — jA(w)Vk(u"‘) Ve (Zb—m) dw
2

0

olur. Bu integralli esitligin sagindaki ifadede

Vi (u™) = mu™ v, (w),

v (d’z) 29V (@)u™ — mu™ "'V, (w)
= | =

um uZm

tiirevlerinin yerine yazilmast ile ifade

- [ (@) mum19,@) - 24 V@u™ - mu 1, @) de
0
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2

= fA(w) ((m%Vku — ngb)

0

- IVk¢|2) dw (5.5)

seklini almaktadir. (5.5) ifadesinin sagindaki integral su sekilde yazilabilir:

- [ 4@ IVl do
2
¢ 2
+ jA(w) |mEVku—Vk¢ dw. (5.6)

0

Dolayisiyla, (5.6) esitliginden su esitsizlik elde edilecektir:

¢2
ka . (A(w)Vku"‘)u—mdw > —fA(w)IVk(bIZdw.
2 2

(5.3) ve (5.6) ifadeleri birlestirildiginde

f V(w)¢*(@)do — f A(w) |V |2dw

0 0

1 4 ul™ ¢?(w)dw (5.7)

<
1—mdt
0

esitsizligi elde edilir. (5.7) esitsizliginin, 0 < t; < t, < T olmak iizere, t;’den t;’ye

integrali alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

f V() $*(@)dw — f A(w) |V |2dw

0} X))
<M. (5.8)

Burada
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1

M=ad-maq

— [ @) - w0 ¢ @)da
k0]

seklindedir. 2 ¢ R?®™®*1 sinirli oldugundan |£2| sonludur. Simdi ispatin burasinda

% < m < 1iken konkav olan f(u) = u*=™%/2 fonksiyonu igin Jensen esitsizligi

uygulanirsa, u(w, t;) € L1(2) oldugundan

(1-m)Q/2
f(u(w, t;)1-™Q/2gqy < C (&) (f u(w,t;) dw) <
2

0

sonlu integrali elde edilir. Bu da
Q

ul™™(w, t;) € L2(2)

demektir. Buradan

W™ (w, ) — ul ™ (w, 1)) € LE(2)

olmas1 kagimlmazdir. Simdi u' ™ (w, t,) — ul™™(w, t;) fonksiyonu icin Lemma 5.1

kullanilirsa, her € > 0 i¢in
M < sfleq)lZdw + C(s)f(l)zdw
0 0

esitsizliginin saglandigir bir C(g) > 0 sayist bulunur. Bu son esitsizlik (5.8)’de

kullanilirsa

jV(w)q)Z(w)dw — fA(w)le¢|2dw < stVk¢|2dw + C(s)Jd)Zdw
2 2

0 0

ifadesi elde edilir ve burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
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_ Jye+ A(@)IVipPdw — [, V(w)|$|*dw
- J,|¢1? dw

> —C(¢)

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla,
inf{Ry:0 = ¢ € CF(2\N)} # —o

elde edilir ve bu bir ¢eliskidir. Sonug olarak belirlenen kosullar altinda Problem 5.1’in

pozitif ¢dziimiinden soz edilemez.
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6. GREINER OPERATORU iLE ILISKILENDIRILMIS
HARDY ESITSIZLIKLERIi

6.1 Giris

Tezin bu boliimiinde 6nce Greiner operatorii ile iliskilendirilmis Hardy esitsizlikleriyle
ilgili literatiir bilgisi aktarilacaktir. Bu esitsizlikler, bir fonksiyonun kendisini ve
tiirevini birlikte barindiran integral esitsizlikleri olup evoliisyon denklemlerinin pozitif
¢oziimlerinin yoklugunun belirlenmesinde kritik dneme sahiptir.

Hardy’nin

[ (1) s 257 [ -

0

esitsizligini arastirmasindaki asil motivasyonu, David Hilbert’e ait serisel bir

esitsizligi ispat etme arzusudur. (6.1) esitsizliginde

t
(t) = f f(s)ds
0

olarak alinirsa, bu esitsizlik

(p—) jmwdt<J |p'|"at (6.2)

p

—1\P
halini alir. Buradaki (%) sabiti en iyi sabittir. Yani, baska bir sabitle yer degistirirse

(6.1) esitsizligi gegerliligini kaybeder.

R™de LP Hardy tipi esitsizlik; her ¢p € WP (R") ve 1 < p < n olmak iizere

f|V¢|Pd >( . ) 181 1 (6.3)

|x|?
R™
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—p\P
seklinde ifade edilir. Burada (%) sabiti en iyi sabittir. (6.3) esitsizligi son birkac on
yilda Oklid uzayimda bir¢ok ¢alismaya konu olmus ve kismi diferansiyel problemlerin
¢Ozlimiinde onemli rol oynamistir. Detayli bilgi i¢in (Baras ve Goldstein, 1984,

Vazquez ve Zuazua, 2000) kaynaklari incelenmelidir.

(6.3) Hardy esitsizligini Greiner vektor alanlarina ilk genellestirenler Zhang ve Niu
(2003) ikilisidir. Ikilinin elde ettigi esitsizlik soyledir: ¢ € C&(R2**1\{(0,0)})
fonksiyonu ve 1 < p < Q degerleri i¢in

_ p(2k-1) p
f IVk¢|szdl2(Qpp)p f <|%|> <|%|) dzdl (6.4)

R2n+1 R2n+1
esitsizligi gecerlidir.

Ote yandan, D’Ambrosio (2005) yilindaki quasi-lineer ikinci dereceden dejenere
operatorler ile ilgili ¢alismasinda agirlikli Hardy esitsizlikleri elde etmistir. Daha

sonra, Niu v.d. (2010) yilinda yaptiklari ¢alismada

(2k-1)
Q+ap—p| j ap <Izl>p 1P
e — ——dzdl 6.5
= o (= - (65)

j pP |V, p|Pdzdl =
R2n+1 R2n+1
esitsizligini ispatlamistir. Burada ¢ € C5°(R*™*1\{(0,0)}), Q0 >3, Q#p ve Q +

ap — p > 0 seklindedir. Ayrica |%

P
| ifadesi (6.5) esitsizligi i¢in en iyi sabittir.

Lian (2013) yilinda yayimlanan makalesinde

|z|B Q +ap —p\’ |z|B [|z| p(2k-1) |p|?
der P A S =zl P
Pz |Vip|Pdzdl 2( > ) J P o dzdl (6.6)

R2n+1 R2n+1

agirhkli Hardy esitsizliginin ¢ € C5°(R?*™*1) igin gegerli oldugunu ispatlamustir.

—p\P
Burada 1<p<Q—-a ve B+2n+ (p—1)(2k—1) > 0’dir. Ayrica (Q+t;p p)
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sabiti (6.6) esitsizligi igin en iyi sabittir. Daha sonra, Ahmetolan ve Kémbe (2016),

Greiner operatorii Ay, i¢in iki agirliklt Hardy esitsizliklerini incelemistir.

6.2 Baz1 Agirhikh Hardy Esitsizlikleri

Yakin zamanda, Yener (2018) Greiner vektor alaninda genel agirlikli LP Hardy tipi
esitsizlikler elde etmek i¢in kullanilan yeni ve etkili bir yontem tanitmistir. Bu yontem
asagidaki teorem ile ifade edilmistir.

Teorem 6.1

a € CY(R*™*1)ve b € L}, .(R?"*1) negatif olmayan iki fonksiyon olsun. Hemen

hemen her w € R?™*1 i¢in pozitif f € C®(R?"*1) fonksiyonu
~V - (@lVifIP72Vif) = bfP7H

diferansiyel esitsizligini sagliyorsa, p > 1 i¢in

[ c@mg@rioz [ b@io@ird

R2N+1 R2n+1

genel agirlikli LP Hardy esitsizligi herhangi ¢ € C°(R?™*1) fonksiyonu igin
gecerlidir (Yener, 2018).

Simdi, yukarida ifade edilen Teorem 6.1’den faydalanarak, radyal olmayan agirlik

fonksiyonlarma sahip bazi LP Hardy esitsizlikleri ispatlartyla verilecektir.
Teorem 6.2
N ={w=(xy1) €R>™:x, > 1}, a € Rvep > 1 olmak iizere,

cos h* y;
J-cos h* y,|Vip|Pdw = (p — 1) J. ———|¢[|Pdw
J 2 X log P~1x;
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esitsizligi herhangi ¢ € Cy° () fonksiyonu i¢in saglanir.

Ispat 6.2

x; > 1ve a € R olmak iizere, Teorem 6.1’de a(w) = cosh® y; ve f(w) = logx;

se¢imi yapilsin. Segilen fonksiyonlar X; ve Y; vektor alanlariyla isleme sokuldugunda

1
_9 _)= =1
Xj(logxy) = =—(logxy) = {x," 7 =,
J 0, j#1
Y;(logx,) = aiy(logxl) =0, Vi=1,..,n
J
oldugundan
1
Vi(logx;) = (—,0,0,...,0)
X1
ve dolayisiyla
|V (log x,) P72 = x; 7
olur. Buradan
- cos h®
=V (a|VifIP72V, (logx1)) = =V (F. 0,..,0)
1
ha
= _Xl (Cojf_f"l)
7] 1-
= —cosh®y, Py (x,77)
_ _ cosh%y, p-1
o (p 1) xf_l logP~1y, f

esitligi elde edilir. Burada
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d d
_ 2k-2 2
1—_6x1+2k3’1|z| 3

X

olarak ifade edilen vektor alanidir. Tiim bu islemlerin sonucunda

b(w) = (p — 1) s

x; " logP~1y,
oldugu goriiliir ve Teorem 6.2 nin ispat1 tamamlanmastir.
Teorem 6.3

2 c R*™* ginirl bir bolge ve p > 1 olsun. O halde,

fe‘pxl Viopl|Pdw = fe"’xl lp|Pdw

0 0
esitsizligi herhangi ¢ € Cy° (£2) fonksiyonu i¢in saglanir.
Ispat 6.3

p > 1licin a(w) = e P*t ve f(w) = e** segimleri yapilsin. Burada direk hesaplama

ile

Vif = e*1(1,0,0, ...,0)

ve dolayistyla

|V, fIP2 = eX:(p=2)

elde edilir. Buradan

a(w)|VifIP72V, f = e7*1(1,0,0, ...,0)
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sonucuna ulagilir. Bu sonu¢ —Vy ile isleme alindiginda

Vi - (@(@)|Vi fIP72V, f) = —X1(e7™1)

—_i —X1
= axl(e )

= e_xl

fonksiyonu bulunur ve buradan
b(w) = e P*1

elde edilir. Boylelikle, Teorem 6.3 ispatlanmustir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tezin temel amaci asagidaki dogrusal olmayan hizli difiizyon denkleminin, Greiner

vektor alanlarinda pozitif ¢éziimiiniin yoklugunu arastirmaktir.

du

E =V, (A(w)Vkum) + V(w)um , 2 X (0, T),
u(w,t) =0, a2 x (0,7),
u(w,0) = uy(w) =0, 0.

Burada 0 <m < 1,V € Lj,.(2), 0 < A(w) € Lj,.(22) ve N2, Greiner vektor alaninda

diizgiin siirlara sahip sinirli bir bolgedir.

Bu tezde ayrica radyal olmayan agirlik fonksiyonlarina sahip asagidaki LP Hardy tipi
esitsizlikler elde edilmistir: ¢ € Cy’ (£2) ve p > 1 olsun. O halde,

= - . ¢1dw
L 1X1| |
N

cosh®y,
fcos h y1|Vigp|Pdw = (p — 1) f P Io
n X108

esitsizligi 2 = {w = (x,y,1) € R*"*1: x; > 1} ve a € R iken;
fe-vxl IV, p|Pde > fe—pxl 6P dw
o 2

esitsizligi de 2 ¢ R?™*! siirli bir bolge olmak iizere gegerlidir.
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