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OZET

HIPERDUAL MATRISLERDE DETERMINANT,
KARAKTERISTIK POLINOM, KARAKTERISTIK
KOK, OZDEGER VE OZVEKTOR TEORISI
UZERINE YENI BiR YAKLASIM

Pelin DURSUN

Matematik Anabilim Dali
YUKSEK LISANS Tezi

Danisman: Dog. Dr. Nurten GURSES

Bu tezde, dual matrisler iizerine yapilan calismalardan hareketle, hiperdual
matrislerde determinant kavramina yonelik yeni bir yaklasim sunulmus;
karakteristik polinom, karakteristik kok, 6zdeger ve 6zvektor kavramlar: sistematik

bir bicimde ele alinmustir.

Tez alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, calismanin kapsami tanitilmus,
ilgili literatiire yer verilmis, tezin amaci ve 6zgiin katkilar1 ortaya konulmustur.
Ikinci boliimde, dual sayilar, dual vektorler ve dual matrisler ile hiperdual sayilar,
hiperdual vektorler ve hiperdual matrislere iliskin temel kavramlar ve tanimlar
verilmistir. Ugiincii boliimde, dual matrislerde determinant, karakteristik polinom,

karakteristik kok, 6zdeger ve 6zvektor kavramlari ele alinmustir.

Dordiincii boliimde, hiperdual matrisler i¢cin determinant kavramina yonelik yeni bir
yaklagim sunulmus; bu yaklagimdan hareketle hiperdual matrislerin karakteristik
polinomu tanimlanmig ve karakteristik kokleri incelenmistir. Ayrica, karakteristik
kokler ile 6zdegerler arasindaki iligki ele alinmis ve bu koklerin hangi kogullar
altinda 6zdeger olarak kabul edilebilecegi gosterilmistir. Bu kapsamda, dual
matrislerde oldugu gibi, bir n x n hiperdual matrisin en fazla n 6zdegere sahip
olabilecegi, baz1i durumlarda hi¢ 6zdegere sahip olmayabilecegi ya da sonsuz
sayida 6zdegere sahip olabilecegi ortaya konulmustur. Buna bagli olarak, hiperdual

matrislerin 0zvektorlerinin elde edilmesine iliskin kosullar belirlenmis ve elde



edilen sonugclar cesitli 6rneklerle desteklenmistir.

Besinci boliimde, 3 x 3 tridiagonal matrisler iizerinde uygulamalara yer verilmistir.
Bu boliimde, literatiirdeki dual teori 0zel bir 3 X 3 dual tridiagonal matris tipi
lizerinde; bu tezde gelistirilen teori ise 6zel bir 3 X 3 hiperdual tridiagonal matris

tipi lizerinde uygulanmistir.

Son bolim olan altinci boliimde ise tez kapsaminda ulasilan sonuglar

degerlendirilmis ve ileride yapilabilecek ¢alismalara iliskin 6nerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Karakteristik kok, 6zdeger-6zvektor, dual matris, hiperdual

matris, tridiagonal matris.

YILDIZ TEKNIiK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

A NEW APPROACH TO DETERMINANT,
CHARACTERISTIC POLYNOMIAL,
CHARACTERISTIC ROOT, EIGENVALUE, AND
EIGENVECTOR THEORY OVER HYPERDUAL
MATRICES

Pelin DURSUN

Department of Mathematics

Master of Science Thesis

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nurten GURSES

This thesis presents a new approach to the determinant of hyperdual matrices,
based on studies of dual matrices, and systematically examines the concepts of the

characteristic polynomial, characteristic roots, eigenvalues, and eigenvectors.

The thesis consists of six chapters. The first chapter introduces the scope of the
study, reviews the related literature, and outlines the thesis’s aim and contributions.
The second chapter presents the fundamental concepts and definitions related to
dual numbers, dual vectors, and dual matrices, as well as hyperdual numbers,
hyperdual vectors, and hyperdual matrices. In the third chapter, the concepts
of determinant, characteristic polynomial, characteristic roots, eigenvalues, and

eigenvectors for dual matrices are discussed.

In the fourth chapter, a new approach to the concept of determinant for hyperdual
matrices is proposed. Based on this approach, the characteristic polynomial
of hyperdual matrices is defined, and their characteristic roots are examined.
In addition, the relationship between characteristic roots and eigenvalues is
investigated, and the conditions under which these roots can be regarded as
eigenvalues are established. In this context, as in the case of dual matrices, it is
shown that an n x n hyperdual matrix can have at most n eigenvalues, may have no

eigenvalues in some cases, or may have infinitely many eigenvalues. Accordingly,

Xii



the conditions for obtaining the eigenvectors of hyperdual matrices are determined,

and the obtained results are supported by various examples.

In the fifth chapter, applications on 3 x 3 tridiagonal matrices are presented. In this
chapter, the dual theory in the literature is applied to a certain type of 3 x 3 dual
tridiagonal matrices, and the theory developed in this thesis is applied to a certain

type of 3 x 3 hyperdual tridiagonal matrices.

In the sixth and final chapter, the results obtained within the scope of the thesis are

evaluated, and suggestions for future studies are provided.

Keywords: Characteristic root, eigenvalue-eigenvector, dual matrix, hyperdual

matrix, tridiagonal matrix.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE AND ENGINEERING

Xiii



GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Matematikte ikinci dereceden denklemlerin ¢oziilebilir olup olmadigr ve nasil

coziilebilecegi onemli bir yer teskil etmektedir. Bu dogrultuda
22 —qr—p=0 (1.1)

formundaki ikinci dereceden denklemlerin ¢Oziim durumlari sayr kiimelerinin

genisletilmesi fikrinin ortaya atilmasiyla incelenebilir hale gelmistir.

Bu fikri agiklamak amaciyla, 6ncelikle (I.I) denkleminin lineer terim icermeyen

0zel hali olan
¥ —p=0, peqQ (1.2)

denklemini ele alalim. p < 0 i¢cin z € Q olacak sekilde bir ¢oziimiin olmadigi
aciktir. p > 0 olmasi durumunda ise * ¢ Q §eklindedilﬂ Bu nedenle rasyonel
sayilar cismi Q, reel sayilar cismi R’ye genisletildiginde denklemi p > 0 icin
¢oziilebilir hale gelir. Bununla birlikte, p < 0 i¢in 22 — p = 0 denkleminin reel
sayilar kiimesinde de ¢oziimii yoktur. Ornegin 22 + 1 = 0 denklemi R iizerinde
¢Oziimsiizdiir. Bu durum, reel sayilar cisminin z? + 1 = 0 denkleminin ¢6ziimiinii
icerecek sekilde daha genis bir say1 sistemine genigletilmesini gerektirir. Boylece
i2 = —1 esitligini saglayan i := /—1 sanal birimi tanimlanir. Bu tanim araciligiyla
kompleks sayilar kiimesi, 1 € R birim eleman ile i sanal biriminin tiim reel lineer

kombinasyonlarindan olugan

C:={a+bi|i*=-1,a,becR} (1.3)

1Eger p = 2icin boyle bir ¢oziimiin varlig1 kabul edilirse, bu ¢6ziim x = % biciminde yazilabilir;
burada m,n € Z, n # 0 ve EBOB(m,n) = 1 alimir. Bu durumda 22 = 2 esitliginden 77?—; =2
ve dolayisiyla m? = 2n? elde edilir. Buradan m? ¢ift oldugundan m de cifttir. m = 2k yazilirsa
4k? = 2n2, yani n? = 2k? bulunur. Bu da n’nin cift oldugunu gosterir. Boylece m ve n ortak bolen
olarak 2’ye sahiptir. Bu durum, EBOB(m, n) = 1 kabuliiyle geligir.



kiimesi olarak elde edilir.

Cebirsel olarak (C,+,-) kompleks sayilar cismi, birim elemant 1 := 1 + 0i olan
ve (R, +, ) reel sayilar cismini alt cisim olarak iceren bir cisimdir. Boylece (I.2))
denkleminin, p < 0 durumu da dahil olmak iizere, kompleks sayilar cisminde

cOziimii mevcut hale gelir.

Bu bilgilerden hareketle (I.1)) denkleminin ¢oziimlerine geri doniildigiinde, bu
denklemi saglayan reel olmayan yeni bir £/ elemani eklenerek reel sayilar kiimesi

genigletilebilir. Bu durumda
Cyp:={a+bE|E*=qE+p, a,b,p,q €R, E ¢ R} (1.4)

bicimindeki genellestirilmis kompleks sayilar kiimesi elde edilir. (1.1)) denkleminin
diskriminant1 olan ¢ +4p ifadesinin isaretine gore genellestirilmis kompleks sayilar
li¢ farkli say1 sistemine indirgenir [[1H7]]:

(i) ¢* + 4p > 0 igin hiperbolik sistem elde edilir; p = 1, ¢ = 0 i¢in Co; = H

olup bu yap1 H hiperbolik sayilar sistemine izomorftur [[1-4].

(i) ¢* + 4p < 0 igin eliptik sistem elde edilir; p = —1, ¢ = 0igin Cy_; = C

olup bu yap1 C kompleks sayilar sistemine izomorftur [4, |5]].

(iii) ¢*+4p = 0 i¢in parabolik sistem elde edilir; p = 0, ¢ = 0 i¢in Cy ¢ = D olup

bu yap1 D dual sayilar sistemine izomorftur [4-7].

Dual sayilar ilk olarak 1873 yilinda Clifford tarafindan tanitilmis ve kinematik ile
diferansiyel geometri ¢calismalarinda kullanilmagtir [1, 8]]. Bu say1 sistemi, 6zellikle
tirev alma ve geometrik doniisiimler gibi iglemlerde sonsuz kiiciik niceliklerin

cebirsel olarak ele alinmasina imkan saglamaktadir.

Reel ve kompleks say1 sistemlerinde sifirdan farkli bir elemanin karesinin sifir
olmas1 miimkiin degildir. Bunun nedeni, bu yapilarin tamlik bblgesiE] olmasidir.
Bagka bir ifadeyle, ab = 0 esitligi ancak a = 0 veya b = 0 durumunda saglanir.
Buna kargsilik, sifir b()'lerﬂ iceren halkalarda kisaltma ézelligiﬂ genel olarak gecerli
degildir. Bu tiir yapilarda sifirdan farkli olup belirli bir kuvveti sifir olan elemanlar

bulunabilir. Genel olarak, bir @ eleman1 bazi n > 1 i¢in " = 0 kosulunu saghiyorsa

2Degismeli, birimli ve sifir bolensiz bir halkaya tamlik bolgesi denir.

3Bir R halkasinda a € R eleman igin a # 0 ve ab = 0 veya ba = 0 olacak sekilde b € R, b # 0
mevcut ise a elemanina sifir bolen denir.

“Bir R halkasinda a,b,c € R ve a # 0 olmak iizere ab = ac = b = c oluyorsa R halkasinda
soldan kisaltma 6zelligi saglaniyor denir.



nilpotent eleman olarak adlandirilir. Sifirdan farkli her nilpotent eleman bir sifir
bolendir ve bu tiir elemanlar tamlik bolgesi olmayan cebirsel yapilarda dogal olarak

ortaya ¢ikar.

Bu ¢ercevede dual sayilarda €2 = 0 olmasina ragmen ¢ # 0 oldugu goriiliir. Bu
yapi, diferansiyel geometride birinci mertebeden sonsuz kiigiik yer degistirmelerin
cebirsel bir modeli olarak yorumlanmaktadir. Dual say1 yapisindaki € elemaninin
nilpotent olmasi, yani €2 = 0 kosulunu saglamas1 nedeniyle, bir reel fonksiyonun
Taylor acilimi birinci mertebede dogal olarak sonlanir ve tiirev bilgisi € katsayisinda

dogrudan ortaya cikar.

Dual sayilar; robotik, rijit cisim hareketi ve vida teorisi gibi alanlarda donme ve
oteleme hareketlerinin temsilinde yaygin olarak kullanilmakta, bunun yani sira
otomatik tiirev (automatic differentiation) yonteminin temel araclarindan biri olarak
da Oonemli bir rol oynamaktadir. Dual sayilar Kotel’nikov tarafindan kinematik
alanmna [9], Study ve Dimentberg tarafindan ise mekanik alanina uygulanmistir
[7, 110]. Dual sayilar, dual vektorler ve dual matrisler {izerine yapilan ¢alismalar
literatiirde genis bir uygulama alani bulmustur [11-18]. Dimentberg [10], dual
sayilar ve dual vektorler aracilifiyla vida teorisini kapsamli bicimde ele almuis;
reel fonksiyonlar icin analitiklik kavramini dual fonksiyonlara genellemis ve
dual polinomlarin koklerini incelemistir. Veldkamp [14], dual sayilarin cebirsel
ozelliklerini ayrintili olarak incelemistir. Dual vektorler ile vida teorisi arasindaki
iligki literatiirde ayrintili bicimde ele alinmig ve bu iki yapi arasindaki baglanti
cesitli acgilardan incelenmistir [[10, (14, |19, 20]. Chevallier [15] ve Hao [16],
dual sayilar halkasi iizerinde tanimli Lie cebirlerini incelemistir. Mekanizma
teorisinde uzaysal manipiilatorlerin kati cisim yer degistirmeleri, dual say1 cebiri
kullanilarak vida hareketleri aracilifiyla temsil edilmistir [14, (19, 21]. Ayrica,
determinant, 6zdeger ve 6zvektor gibi lineer cebirin temel kavramlar: dual matrisler
icin de ele alinmistir. Literatiirde dual matrislerin determinant yapisi, 0zdeger ve
ozvektorleri, ters ve genellestirilmis ters kavramlari ile ¢esitli matris ayrisimlar

tizerine ¢caligmalar yapilmastir |18} 22-44]].

Birinci mertebeden tiirevlerin hesaplanmasinda kullanilan sonlu fark yontemleri
(finite difference methods), tiirev degerini yaklagik olarak belirlemeye dayanir. Bu
amacla en yaygin kullanilan yaklagimlar ileri fark (forward difference) ve merkezi
fark (central difference) yontemleridir. Ileri fark yonteminde tiirevlenebilir bir f
fonksiyonu icin birinci tiirev

o) = DI o (1)




seklinde ifade edilirken, merkezi fark yonteminde ise

bigiminde verilir [45-47]. Buradaki O(h) ve O(h?) terimleri, sirasiyla bu
yaklagimlarin kesme hatast mertebesini ifade eder. Bu sonlu fark yaklagimlari
Taylor serisi yardimiyla elde edilebilir. Nitekim d = +h € R icin f fonksiyonunun

Taylor acilimi
1 1.
f@+d) = f(x) +df' (@) + 5 [" (@) + d’ " (@) + - (L.7)
seklindedir [48]].

Sonlu fark yaklasimlarinda temel olarak kesme hatasi (truncation error) ve anlaml
basamak kaybi (loss of significance) meydana gelmektedir. Kesme hatasi, Taylor
aciliminda ihmal edilen daha yiiksek mertebeden terimlerden kaynaklanir. Ornegin
ileri fark formiiliiniin kesme hatast O(h) iken merkezi fark formiiliiniin kesme hatasi
O(h?*) mertebesindedir. Kesme hatasi, i degeri kiigiiltiilerek azaltilabilir. Ancak
h degeri ¢ok kiigiik secildiginde f(z), f(x + h) ve f(z — h) degerleri birbirine
cok yakin hale gelir. Bu degerlerin sonlu hassasiyetli bilgisayar aritmetiginde
birbirinden ¢ikarilmasi sirasinda anlamli basamak kaybr meydana gelir. Bu nedenle
yuvarlama hatalar1 baskin hale gelebilir. / degeri makine hassasiyetinden daha
kiiciik secildiginde ise x,  + h ve x — h sayilar bilgisayar tarafindan ayni say1
olarak temsil edilebilir. Bu durumda tiirev degeri hatali bicimde sifir olarak elde
edilebilir [45-47]].

Bu hatalarn azaltmak amaciyla gelistirilen kompleks adim yontemi (complex-step
method), fonksiyonun reel olmayan kiiciik bir pertiirbasyon ile degerlendirilmesine
dayanir. Bu yontemde, i2 = —1 olmak iizere, fonksiyon x + hi noktasinda

degerlendirilir ve Taylor ag¢ilimi

fath) = (£ = g7 @) ) b () - k)4 )i )
bicimini alir. Buradan birinci tiirev yaklagik olarak
f(z) = w +O(h?) (1.9)

seklinde elde edilir. Burada Im(f(x)), f(z + hi) kompleks degerinin sanal
(imajiner) kismin gostermektedir. Kompleks adim yontemi anlamli basamak kaybi

olusturan bir ¢ikarma islemi icermediginden yiiksek dogrulukta sonuglar iiretebilir.



Ancak Taylor acilimindaki daha yiiksek mertebeden terimler nedeniyle tiirev degeri
yine yaklagik olarak elde edilmektedir [45-47].

Dual sayilar kullanildiginda, birinci mertebeden tiirevler kesme hatasi ve anlamh
basamak kaybi olusmadan tam olarak hesaplanabilmektedir. Bu durumda, % = 0

oldugundan (1.7) esitliginde verilen Taylor agilimi
f(x+he) = f(z) + hf'(x)e (1.10)
seklinde birinci mertebede sonlanir [9].

Ikinci tiirevlerin hesaplanmasi icin de sonlu fark yontemleri kullanilabilir. Ornegin

ileri fark yaklagimi

f”(x):f(x+2h)_2£§I+h)+f(x)+(9(h) (L11)

seklindedir. Merkezi fark yaklasim ise

f(x +2h) —2f(x) + f(x —2h)

1 +O(h?) (1.12)

f(@) =

bi¢iminde verilir. Ancak birinci tiirev hesaplamalarinda oldugu gibi bu yontemlerde
de kesme hatasi ve anlamli basamak kaybi birlikte ortaya cikmaktadir. h
degeri kiiciiltiilerek kesme hatas1 azaltilabilse de bu degerin ¢ok kiigiik se¢ilmesi

durumunda anlamli basamak kayb1 baskin hale gelebilmektedir [45-47]].

Kompleks adim yontemi kullanilarak ikinci tiirev de yaklagik olarak elde edilebilir.

Buna gore ikinci tiirev

f”(I) _ 2 (f(x) B R}:;[f(x + h')]) + O(hZ) (113)

seklinde ifade edilir. Burada Re[f(x + hi)], f(x + hi) kompleks degerinin reel
kismin1 gostermektedir. Ancak bu formiil fonksiyon degerleri arasinda fark alma

islemi i¢erdiginden anlamli basamak kaybina neden olabilir [45-47]].

Buna kargilik, dual sayilar kullanilarak yalnizca birinci mertebeden tiirev bilgisi
elde edilebilmekte; ikinci mertebeden tiirevler dogrudan hesaplanamamaktadir. Bu
durum, genellestirilmis kompleks sayilarin daha yiiksek boyutlu geniglemelerinin
incelenmesine olanak saglamistir. Bu genislemelerin en bilinenlerinden biri olan

reel kuaterniyonlaIE] kullanilarak d = hjt 4+ hoj + Ok icin ikinci tiirev yaklagik

Reel (Hamilton) kuaterniyonlar, ¢ = qo + q17 + ¢25 + g3k, 9o, q1, ¢2, g3 € R bigiminde ifade
edilir. Buradaki 4, j, k kuaterniyonik birimleri arasinda i? = j2 = k2 = ijk = —1,ij = —ji = k,
jk = —kj =i ve ki = —ik = j iliskileri mevcuttur [49-51].



olarak

2 (f(x) — Re[f(x + hyi + hoj + 0k)])
h? + h3

f'(z) = + O(hi + h3) (1.14)
seklinde elde edilir. Ancak burada fonksiyon degerleri arasindaki fark alma

isleminden dolay1 anlaml1 basamak kaybi1 meydana gelebilir [45-47].

Bu dogrultuda, dual sayilarin daha yiiksek boyutlu bir genislemesi olarak, ikinci
mertebe tiirev terimlerinin temsil edilebilmesi amaciyla iki farkli nilpotent eleman
iceren hiperdual sayilar gelistirilmistir. Hiperdual sayilar kullanildiginda Taylor
acilimi ikinci mertebede sonlanmakta; dolayisiyla birinci ve ikinci mertebe
tirevler kesme hatasi ve anlamli basamak kaybi olusmadan dogrudan elde
edilebilmektedir. Boylece hiperdual sayilar, birinci ve ikinci mertebe tiirevlerin
tam olarak hesaplanmasina imkén saglamaktadir. Bu cercevede hiperdual sayilar,
dual sayilarin birinci mertebe tiirev hesabinda sagladigi avantaji ikinci mertebe tiirev

hesaplamalarina genigleten bir yap1 olarak ortaya ¢ikmaktadir [52].

Hiperdual sayilar, ¢ok cisimli sistem kinematigi basta olmak iizere farkli alanlarda
ele alinmistir. Bu kapsamda, konum, yonelim ve hiz bilgisini eszamanli olarak
iceren hiperdual a¢1 kavrami hiperdual doniigiim matrisi yardimiyla tanimlanmais;
dual sayilarin otomatik tiirev 6zelliginden yararlanilarak rijit cisimlere ait hiz ve
ivme biiytikliiklerinin cebirsel olarak elde edilebildigi gosterilmistir [S3]]. Bu
yaklagim daha sonra rijit cisim hareket denklemlerinin hiperdual say1 formunda
ifade edilmesine genisletilmis ve hiperdual Jacobi matrisi, hiperdual hiz, hiperdual

momentum ve hiperdual atalet operatorii gibi kavramlar ele alinmustir [54].

Hiperdual sayilarin cebirsel yapisi ve tiirev hesabiyla iligkisi de literatiirde incelenen
onemli konular arasindadir. Dual sayilarin cebirsel 6zelliklerinin n mertebeli
hiperdual sayilar ve hiperdual vektorler icin de gecerli oldugu gosterilmis ve
Kotel’nikov’un aktarim ilkesinin (principle of transference) hiperdual yapilara
genisletilebilecegi ortaya konulmustur [53]. Ayrica hiperdual sayr cebiri
kullanilarak yiiksek mertebeden tiirevlerin hesaplanmasina yonelik kuramsal bir

cerceve gelistirilmistir. [56,(57].

Hiperdual sayilar, yiiksek mertebeden tiirevlerin sayisal olarak hesaplanmasinda
da etkili bir ara¢ olarak kullanilmistir. Bu dogrultuda gelistirilen yontemler
farkli uygulama problemleri iizerinde incelenmis; ayrica hiperdual sayilarin
matris temsilleri yardimiyla yiiksek mertebeden tiirevlerin hesaplanmasina yonelik
yaklagimlar ele alinmistir [58H61]]. Bunun yaninda, hiperdual sayilar ve hiperdual

matrisler kinematik acidan da degerlendirilmis; hiperdual sayilarin geometrik



yorumlari, hiperdual matrisler arasindaki dual doniisiimler ve Euler—Rodrigues

formiiliiniin hiperdual matrislere uygulanmasi incelenmistir [[62-60].

Hiperdual matrisler tizerine yapilan caligsmalarda ise genellestirilmis ters kavramlari
one ¢ikmaktadir. Bu baglamda, hiperdual Moore—Penrose genellestirilmis tersi ve
hiperdual grup genellestirilmis tersi ele alinmis; bu terslerin varlik kosullar1 ve

temel ozellikleri incelenmistir |67, 68].

Bu calismalar, hiperdual sayilarin yalnizca tiirev hesabinda degil, ayn1 zamanda
kinematik, dinamik ve lineer cebir alanlarinda da sistematik ve kapsamli bir cerceve

sundugunu gostermektedir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez caligmasinin amaci, n X n hiperdual matrisler i¢in determinant kavramina
yeni bir yaklasim sunmak ve karakteristik polinom, karakteristik kok, ozdeger
ve Ozvektor kavramlarini sistematik bir cercevede incelemektir. Literatiirde bu
kavramlarin hiperdual matrisler i¢in genel ve sistematik bir bi¢imde ele alinmamus
olmasi, bu alanda O6nemli bir bosluk olusturmaktadir. Bu kapsamda, keyfi
bir n X n hiperdual matris i¢in determinant kavraminin yeni bir yaklagimla
tanimlanmasi, karakteristik polinomun elde edilmesi ve karakteristik koklerin
belirlenmesi amaclanmistir. Ayrica, karakteristik koklerin hangi kosullar altinda
0zdeger oldugunun incelenmesi ve karsilik gelen 6zvektorlerin elde edilmesine

iliskin kogullarin belirlenmesi hedeflenmistir.

1.3 Tezin Ozgiin Katkilar

Bu tezde, bir m» X n hiperdual matris i¢in determinant kavrami yeni bir
yaklagimla tamimlanmig; bu determinant tanimi yardimiyla hiperdual matrisler
icin karakteristik polinom kavrami verilmistir. Bdylece, hiperdual matrislerin
karakteristik koklerinin belirlenmesine yonelik yeni bir yaklasim literatiire
kazandinlmistir.  Diger taraftan, karakteristik koklerin hangi kosullar altinda
0zdeger oldugu belirlenmis ve bu kosullara bagli olarak karsilik gelen 6zvektorler
elde edilmistir. Ayrica, bir n X n hiperdual matrisin en fazla n 6zdegere sahip
olabilecegi, hi¢c 6zdegere sahip olmayabilecegi ya da sonsuz sayida 6zdegere sahip
olabilecegi gosterilmistir. Bu yOniiyle ¢alisma, hiperdual matrislerin 6zdeger ve
0zvektor yapisinin daha kapsamli bicimde anlagilmasina katki saglamaktadir. Elde
edilen teorik sonuglar cesitli 6rneklerle desteklenmistir. Son olarak, literatiirdeki
dual teori kullanilarak 6zel bir tipteki 3 x 3 dual tridiagonal matrisler iizerinde;
tezde elde edilen teorik sonuclar kullanilarak ise 6zel bir tipteki 3 x 3 hiperdual

tridiagonal matrisler lizerinde uygulama yapilmistir.



2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, dual sayilar, dual vektorler, dual matrisler ile hiperdual sayailar,
hiperdual vektorler ve hiperdual matrislere iligkin literatiirde yer alan temel tanim,
teorem ve sonuglara yer verilmektedir [4-12, 14, 15, 17, 23, 26, 31} 43,147, 48, |52,
53,155, 16567, 69-73].

2.1 Dual Sayilar, Dual Vektorler ve Dual Matrisler

Bu alt boliimde dual sayilarin cebirsel yapisi ile dual vektor ve dual matris
kavramlarina iligkin temel bilgiler verilmektedir [4-12, 14} (15 17, 23, 26, 31, |43,
69-72].

Tanmim 2.1. Bir dual sayi, standart kisim a4 ve dual kisim a4 olmak iizere
a = as + aqe, as, ag € R, 2.1

biciminde ifade edilir. Burada ¢ dual birim olup

0c =0 =0, le=¢l=¢, re=cr (reR)

ozelliklerini saglar. Dual sayilarin kiimesi D ile gosterilir. a; = 0 ise a pure dual

say1 olarak adlandirilir [4-8].

Tammm 2.2. a = a, + aq4e, b= bs + bge € D olmak iizere, D iizerinde esitlik
&z@@aszbsvead:bd

seklinde tanimlanir [S,|11].



Tammm 2.3. a = a,+ aye, b= bs 4+ bse € D olmak iizere, D lizerinde toplama islemi

+:DxD—D,
(6,b) = a+ b= (as + bs) + (aq + ba)e

seklinde tanimlanir [5, |11]].

Tanmm 2.4. a = as+ age, b = by + bee € D olmak iizere, D iizerinde carpma iglemi

:DxD— D,
(6,b) = @ - b= ab = ashs + (ashy + agbs)e

seklinde tanimlanir [S,|11].

Teorem 2.1. D dual sayilar kiimesi, iizerinde tanimli toplama ve carpma islemleri
ile birimli ve degismeli bir halka yapist olusturur [5, |14}, 43| 69, 70].

Ispat. V a, I;, ¢ € D i¢in agagidaki ozellikler saglanir:

(i) Toplamaya gore kapalilik: a + beD.
(i) Toplamamn birlesme 6zelligi: (a + b) + ¢ = a + (b + ¢).
(iii) Toplamanin degisme ozelligi: a + b=b+a.
(iv) Toplamsal birim : 0 = 0 + 0z = 0 olacak sekilde bir sifir eleman1 vardir ve
a+0=0+a=a
esitligi saglanir.

(v) Toplamsal ters: a sayisinin toplamsal tersi —a ile gosterilir ve

)+a=0

IS
+
n
Q>
~—
|
N
Q>

esitligi saglanir.
(vi) Carpmaya gore kapalilik: ab e .
(vii) Carpmanin birlesme 6zelligi: (ab)é = a(bé).
(viil) Carpmanin degisme ozelligi: ab = ba.

(ix) Carpimsal birim: 1 = 1 + 0e = 1 olacak sekilde bir birim eleman vardir ve

al=1la=a



esitligi saglanir.

(x) Carpmanin toplama iizerine soldan ve sagdan dagilma 6zelligi:

Ve

esitlikleri saglanir.

Dolayisiyla D dual sayilar kiimesi, birimli ve degismeli bir halkadir. |

Sonug 2.1. D dual sayar kiimesi, D dual sayilar halkasi iizerinde bir modﬂldurﬂ
[15, 43,169, 70].

Teorem 2.2. D dual sayilar kiimesi, R reel sayilar cismi iizerinde bir vektor uzayidir
(15, 43] 169, 70].

Ispat. Teorem geregince, D dual sayilar kiimesi toplama islemi altinda
degismeli bir grup olusturur. o € R ve @ = as + age € D olmak lizere, reel

say1 ile dual sayinin skaler carpma islemi

®:RxD—D,

(v, 6) = a®a=aa = aas + aaze
seklinde tanimlanir. Buislem, o, 8 € R ve a, beD icin asagidaki ozellikleri saglar:
() aa+ 5) = ad + ab,
(i) (a+ B)a = aa + pa,
(i) a(Ba) = (af)a,

(iv) la = a.

Dolayisiyla D dual sayilar kiimesi, R reel sayilar cismi tizerinde bir vektor uzayidir.
|

Bu baglamda, dual sayilar halkasi

D = R[e]/(e?) = {as + aqe | as,aq € R} (2.2)

' K halkast iizerinde tanimli bir modiil, kisaca K -modiil olarak adlandirilir.
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bigiminde de yazilabilir. Burada R[e]/(c2), R[e] halkasininf] (¢2) idealine gére
boliim halkasini ifade etmektedir [42, 43]].

Tanim 2.5. a = a; + aqe € D dual sayisinin eslenigi

= a5 — Qg€ (2.3)

SH

seklinde tanimlanir [5) |11]].

Tanim 2.6. & = a,; + aze € D igin a; # 0 olmak iizere carpimsal ters
1
al=-=———¢ (2.4)
a

seklinde tanimlanir [5) |11]].

Tamm 2.7. b = b,+bye € D dual sayisinin @ = as+aqe € D dual sayisina boliimii,

:%+<@—@%)e 2.5)

Qg Qs a?

as # 0 olmak tizere,

Q| oo

seklinde tanimlanir [5} |11]].

~

b

Tanim [2.7| geregince, as # 0 iken — ifadesi iyi tanimlidir. Buna karsilik, pure dual
a

sayilarin ¢arpimsal tersi mevcut degildir. Bu nedenle, dual sayilar kiimesi cisim

yapisi olusturmaz [5, 69, [70].

Tammm 2.8. a = a, + aqe ve b= bs + bge iki dual say1 olmak iizere, D iizerinde

tanimlanan total order “<” bagintisina gore iki dual sayinin karsilastirilmasi
a<be (as < bs) veya (as = by ve ag < by)

seklinde verilir. Eger a > 0 ise a pozitif dual say1; eger a > 0 ise a negatif olmayan
dual say1 olarak adlandirilir. Negatif olmayan dual sayilarin kiimesi D, pozitif dual

sayilarin kiimesi ise D, , ile gosterilir [26].
Tanim 2.9. & = x + zoc € D olmak iizere, bir dual degiskenli fonksiyon
f(&) = [s(&) + fa(2)e (2.6)

biciminde ifade edilir. Burada f, ve f; reel degerli fonksiyonlar olup sirasiyla f

fonksiyonunun reel ve dual bilegenlerini gostermektedir [31].

2R[e], katsayilar1 reel sayilar olan ve ¢ bilinmeyeni iceren polinomlar halkasini ifade eder [74].
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Tamim 2.10. & = x + zoe € D olmak iizere, f(%) = fs(Z) + f4(Z)e dual degiskenli

fonksiyonunun analitik olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul,

ofs _
6930 =0

8fs o afd

9r ~ dr 27

esitliklerinin saglanmasidir [6, 10].

Teorem 2.3. & = = + x¢e € D olmak iizere, f(&) analitik fonksiyonunun x noktasi

etrafindaki Taylor actlimi
f(@) = f(z +w02) = f(z) + 20 f () (2.8)

bicimindedir. Burada f'(z), f fonksiyonunun x noktasindaki tiirevini gostermekte-
dir [9, |14].

Ispat. Reel degiskenli bir f fonksiyonunun z noktas: etrafindaki Taylor acilimu,
(1.7)) esitligi kullanilarak

n

2
f(x+h) :f(:c)—|—hf'(:v)+%f"(m)+--‘+%f(")(x)+~-

seklinde yazilir [48]]. Bu agilimda h = x(e alinirsa

(9305)2
21

(woe)"
n!

fl@+w0e) = f(2) + (20) f'(w) + T = f1(@) oot 2 f (@) 4o

elde edilir. (2.1)) esitligi geregince, k > 2 i¢in (24¢)* = 0 oldugundan

f(z) = f(x + x0e) = f(x) + 20 f (x)e
esitligi elde edilir. |
Sonug 2.2. & = = + xoe € D dual sayst icin (2.8) esitligi yardimiyla asagidaki
fonksiyonlar elde edilir [11, 14]]:
sin(z) = sin(z + xpe) = sinx + xocosx e,
cos(z) = cos(x + xpe) = cosx — xpsinzxe,

Lo .
——F, sinz # 0,

cot(z) = cot(x + xpe) = cotx — —
sin® z

12



" = (x4 z08)" = 2" + nz" tage,

\/sz/x—l—:coe:\/z—l—%a, x>0,
xXr

X ~ T
|x|:v:v2:|zv|—l—mx05, x # 0.

Dual sayilarda mutlak deger kavrami, pure dual sayilar1 da kapsayacak bicimde

genisletilmistir:
Tanmm 2.11. | - | : D — D, mutlak deger fonksiyonu z = x + z9¢ € D i¢in

|.f| _ |IL‘| + sgn(w)m057 x 7é 07
|Q?0|5, =0

seklinde tanlmlannﬂ [26].

Teorem 2.4. =,y € D olmak iizere, mutlak deger fonksiyonu icin asagidaki ozellik-
ler saglanmir [26]:

() [z|=0< 2z =0.

(i) |2g] = [2[|9]

(i) |2+ 9| < |2+ [7].
Tanim 2.12. Bir dual vektor

)A(:(jfl,.%g,...,.ffn), 7;:1,2,...,77, (29)

seklinde gosterilir. Burada z; € D dual sayilarina x dual vektoriiniin bilesenleri

denir. Dual vektorlerin kiimesi D" ile gosterilir [69-71].

Tanmm 2.13. x = (21,%2,...,%,), Y = (01,%2,---,0n) € D" olmak iizere, D"
tizerinde esitlik

}A(ZS’@Z%Z:@Z, 1=1,2,...,n
seklinde tanimlanir. Toplama islemi

D" x D" — D",
X,y)—X+y=(T1+01,Z2+ Y2, ..., Tn+ Un)s

3Burada sgn(z) isaret fonksiyonunu gostermektedir. Herhangi bir u € R igin isaret fonksiyonu

1, u>0,
sgn(u) = 0, u=0,

1, u<0

seklindedir.
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ve k € D olmak iizere, dual say1 ile dual vektoriin skaler carpma islemi

D x D" — D",

(k%) = kx = (kiy, kia, ... ki)
seklinde tanimlanir [69, 71].

Teorem 2.5. D" dual vektorler kiimesi, D dual sayilar halkast iizerinde serbest bir
modiildiirf [69, |71].

X € D" dual vektorii
X = (T15 + T14€, Tos + T2a€, -+, Tns + Tpa€)
seklinde yazilabilir. Burada
Xs = (T15, Tag, - - -, Tns) € R™, Xq = (T14, Togy - - ., Tng) € R

olmak iizere, x, vektoriine x dual vektoriiniin standart vektor kismi, x; vektoriine

ise dual vektor kismi denir. Buna gore dual vektor
X = X, + X4€ (2.10)

seklinde yazilabilir [14].

Tanmm 2.14. X = X, + Xge ve y = ys + yqe olmak iizere, X,y € D" dual
vektorlerinin Oklidyen i¢ ¢arpimi

<§<7 5’> = <X87YS> + (<X57yd> + <Xdays>) €

seklinde tammlanir. Eger x, # 0 ise, X dual vektoriiniin Oklidyen normu

seklinde tanimlanir 14} 17]].

Tanmm 2.15. v : D® — D fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa, v

fonksiyonu D" {izerinde bir norm olarak adlandirilir [26]]:

*K birimli ve degismeli bir halka, M ise bir K-modiil olsun. M nin bir B alt kiimesi lineer
bagimsiz olup Myi iiretiyorsa, B kiimesine M nin bir tabani denir. Eger M = {0} ise veya M bir
tabana sahipse, M serbest modiil olarak adlandirilir. Eger B, M igin bir taban ise, M modiili B
tizerinde serbest modiil olarak adlandirilir [[74].
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(i) Vx € D"icin v(x) > 0ver(x) =0 < % =0.
(ii) Vx € D" ve Va € D igin v(ax) = |a| v(x).
(iii) VX,y € D" icin v(Xx +y) < v(%) + v(¥).

Tanim 2.16. x = (&1, %9,...,2,) € D" olmak iizere dual vektorler i¢in 1-norm,

oo-norm ve 2-norm asagidaki sekilde tanimlanir [26]]:

* l-norm: .
%[l = |2l
i=1
* 0O-norm:
¥lloo =, max |
* 2-norm:

Z "fi‘i‘27 Xs 7& 07

Il = ¥ 5

Z 24| e, x,=0.

=1

Onerme 2.1. 1-norm, oo-norm ve 2-norm, Tamm ile verilen norm aksiy-

omlarm saglar.

Ispat. Oncelikle 1-norm igin norm aksiyomlarinin saglandigini gosterelim. x € D"

olsun. Eger x = Oise i = 1,2,...,n icin #; = 0 olur. Dolayistyla |#;| = 0 ve

I%[1 = |2i] = 0 elde edilir.

i=1

Diger taraftan, ||x||; = 0 olsun. Bu durumda Z |Z;] = 0 olur. Heri = 1,2,.

icin |%;] > 0 oldugundan, bu toplamin sifir olma51 ancak |Z;| = 0 olmasiyla
miimkiindiir. Dolayisiyla her 7 icin &; = 0 elde edilir. Boylece x = 0 olur ve

norm aksiyomlarinin (1) 6zelligi saglanir.

Simdi @ € D olsun. Bu durumda

n n n
axl|; = Z az;| = Z |af |2;] = |al Z || = [al [|%]l1
=1 i—1 i—1

oldugundan norm aksiyomlarinin (ii) 6zelligi saglanir.



Son olarak X,y € D" icin

1% +3lh =D l&+ 3l < Y (&l + |50 = 1%l + 91k

i=1 i=1

elde edilir. Boylece norm aksiyomlarinin (ii1) 6zelligi de saglanir.

oo-norm i¢in de ispat benzer sekilde yapilir ve norm o6zelliklerinin saglandigi

gosterilebilir.

2-normda ise x;, # 0 ve x, = 0 durumlari i¢in norm aksiyomlarinin saglandigi

benzer sekilde gosterilebilir. |

Tanim 2.17. Bir dual matris

A

A = [ailmxn, @ €D, i=1,....,m, j=1,...n, 2.11)

seklinde tanimlanmir. Burada a;; dual sayilarina A dual matrisinin girdileri denir.

Dual matrislerin kiimesi D™*" ile gosterilir.

A dual matrisi reel matrisler cinsinden
A=A, + Age, A,, Ay € R™ (2.12)

seklinde ifade edilebilir. Burada A, matrisine A dual matrisinin standart kismi, Ay

matrisine ise dual kismi denir.

Tamm 2.18. A = A+ Age, B= B,+ Bgse € D™*™ olmak iizere, iki dual matrisin
esitligi

A:Be@AS:BSVeAd:Bd
seklinde tanimlanir [71}72].

Tamm 2.19. A = A, + Age, B = B,+ Bye € D™ olmak iizere, iki dual matrisin

toplama islemi

+ ]D)mXTL X ]D)mXTL % DmX?’L

(A,B)— A+ B = (A, + B,) + (A4 + By)e
seklinde tanimlanir [71} 72].

Tamm 2.20. A = Ay, + Age € D™*P ve B = B, + Bye € DP*™ olmak iizere, iki
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dual matrisin ¢carpma iglemi
co DR o DR — DM
(A,B)—~ A-B=AB
= AsBs + (AsBy + AygB;s)e
seklinde tanimlanir [71}72].

Teorem 2.6. D"*" dual matrisler kiimesi, iizerinde tanimli toplama ve ¢arpma

islemleri ile birimli bir halka yapist olusturur [72)].
Ispat. ¥ A, B,C e D icin asagidaki ozellikler saglanir:

(1) Toplamaya gore kapalilik: A+ BeDv,
(ii) Toplamanin birlesme ozelligi: (A + B) +C = A+ (B + C).
(iii)) Toplamanin degisme ozelligi: A+B=B+A.

(iv) Toplamsal birim:

Onxn = 0n><n + OanE = 0n><n

olacak sekilde bir sifir matrisi vardir ve
A4 Opin =0psn + A=A

esitligi saglanir.
(v) Toplamsal ters: A matrisinin toplamsal tersi —Aile gosterilir ve

~ ~

esitligi saglanir.
(vi) Carpmaya gore kapalilik: AB e D,
(vii) Carpmanin birlesme 6zelligi: (AB)C = A(BC).

(viil) Carpimsal birim:

[nxn = [n><n + On><n5 = [n><n
olacak sekilde birim matris vardir ve

A A A

AIan = anA = A
esitligi saglanir.
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(ix) Carpmanin toplama iizerine soldan ve sagdan dagilma ozelligi:

~ ~ ~

A(B+C) = (AB) + (AC)

veE

esitlikleri saglanir.

Dolayisiyla D"*" dual matrisler kiimesi, birimli bir halkadir. [

Genel olarak dual matrislerde carpma islemi degisme 6zelligini saglamaz. Buradan
AB +# BA

olacak sekilde A, B € D™" dual matrisleri bulunabilir. Bu nedenle D™, genel

olarak degismeli bir halka degildir.

Teorem 2.7. D"*" dual matrisler kiimesi, R reel sayilar cismi iizerinde bir vektor

uzayidir [72|].

Ispat. Teorem geregince, D™*" dual matrisler kiimesi toplama islemi altinda
degismeli bir grup olusturur. a € R ve A = A, + Age € D™ olmak iizere, reel
say1 ile dual matrisin skaler carpma islemi

® R x D™ - D™,
(0, A) » a®A =0l =ad, + alge

seklinde tanimlanir. Bu islem, o, 5 € R ve A, B € Dmxn icin asagidaki ozellikleri
sag8lar:
(i) a(A+ B) = aA + aB,
(i) (a+ B)A = A+ A,
(i) a(BA) = (ap)A,
(iv) 1A = A.

Dolayisiyla D"*™ dual matrisler kiimesi, R reel sayilar cismi {izerinde bir vektor

uzayidir. [ |
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Teorem 2.8. D" dual matrisler kiimesi, D dual sayilar halkast tizerinde bir mod-
iildiir [72)].

Ispat. Teorem geregince, D™*" dual matrisler kiimesi toplama islemi altinda
degismeli bir grup olusturur. @ = o + agze € D ve A = A, + Age € D™ olmak
tizere, dual say1 ile dual matrisin skaler carpma iglemi

o1 D x D™ o DT,
(4, A) — doA=aA
= s As + (s Ag + agAs)e

seklinde tanimlanir. Bu islem, &, B eDve A, B € D™x» icin agsagidaki ozellikleri
saglar:

Dolayisiyla D™*" dual matrisler kiimesi, D dual sayilar halkasi iizerinde bir
modiildiir. |

Onerme 2.2. A = A, + Age, B = B, + Bye € D" iki dual matris olsun. Burada
Ag, Ay, Bs, By € R™" olmak iizere asagidaki ifadeler birbirine denktir [17, 23|]:
() B=A",
(i) AB = Inxn,
(111) AsBs = ]nxn ve AsBd + Ast = Onxn;
(iv) By = A;'ve By = —A;1A AL
Onerme (22) geregince, A dual matrisin terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter

kosul, A, matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasidir. Bu durumda A dual

matrisinin tersi, det(Ay) # 0 igin

A7V = ATV - ATTA AT e, (2.13)
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seklinde yazilir [23].

Teoremyardlmlyla, A = A, + Age € D™ dual matrisi icin f fonksiyonunun

A, noktasi (matrisi) etrafindaki Taylor acilimi asagidaki sekilde verilir:

Onerme 2.3. A = A, + Aqge € D" olsun. f fonksiyonunun A, noktast etrafindaki

Taylor acilimu
F(A) = f(As+ Ase) = F(A) +iz (VF(A) T Ag) € (2.14)

seklindedir. Burada iz (V f (AS)TAd), f fonksiyonunun A, noktasinda A, yoniin-

deki birinci mertebeden yonlii n’irevinﬂ gostermektedir [17)].

Tanim 2.21. A = A, + Aye € D™*" olsun. A dual matrisinin eslenigi, transpozu

ve eslenik transpozu sirasiyla

(i) Eslenik: A = A, — Age.
(ii) Transpoz: AT = AT + ATe.

(iii) Eslenik transpoz: A* = Al — Aje.

seklinde tanimlanir [72]].

Tanim 2.22. A € D™ bir dual kare matris olsun. Buna gore A dual matrisi
AT = Aise dual simetrik, A* = A ise dual Hermit, AA* = A* A ise dual normal

ve A*A = AA* = Anxn ise dual iiniter matris olarak adlandirilir [72].

3 g : RF*! 5 R™*" diferansiyellenebilir bir matris fonksiyonu olmak iizere, g fonksiyonunun
X € R¥*! noktasinda Y € R¥*! yoniindeki birinci mertebeden yonlii tiirevi

d
Dyg(X) = Zg(X +1tY)| € R™*" (2.15)
t=0

seklinde tamimlanir [75]. Ozel olarak, g : R¥*! — R ise
Dyg(X) = (Vg(X),Y)p = iz (Vg(X)Y) (2.16)

esitligi saglanir [75]. Burada X = [X;;] € R¥*! olmak iizere, g fonksiyonunun X degiskenine gore
gradyani

[0g(X) 0g9(X)  99(X)]
8X11 8X12 8X1l
99(X) odg(X)  99(X)
Vg(X)= | 0K 90Xz . OXa | e REX! (2.17)
9g9(X) og(X)  99(X)
L 0Xi1  O0Xio 00X |

seklinde tamimlanir [75]. Ayrica A, B € R¥*!i¢in (A, B)r = iz(A'" B) ifadesi Frobenius i¢
carpimini gostermektedir [[76].
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2.2 Hiperdual Sayilar, Hiperdual Vektorler ve Hiperdual Ma-
trisler

Bu boliimde hiperdual sayilarin cebirsel yapisi ile hiperdual vektor ve hiperdual
matris kavramlarina iliskin temel bilgiler verilmektedir [47, 52, 53] 55, 6567, [72,
73].

Tanim 2.23. Bir hiperdual say1
a=as+ ag,€+ ag,e* + agec”, As, Qg , dy, Qay € R, (2.18)
biciminde yazilir. Burada e ve ¢* dual birimler olmak iizere, n € Z™ igin

2=3=... =" =0,
= (P == (=0, 2.19)
ge¥ =cc¢#£0, ¢#0, e #0, e#e*, e¢¢R e ¢R

ozellikleri saglanir. Hiperdual sayilarin kiimesi HDD ile gésterilirﬂ Eger a; = O ise,
a = ag,€ + ag,€° + a4,

sayisina pure hiperdual say1 denir.

Tamm 2.24. o € HD hiperdual sayis1 a1 = a5 + ag,€ € D ve ay = ag, + ag,e € D
olmak iizere
a= (as+ aqe) + (ag, + age)e” = ay + ase* (2.20)

seklinde yazilabilir [S3]].

Tanmm 2.25. a = as + ag,€ + ag,€* + age€™, b = bg 4 bg € + bg,e* + bg,ee™ € HD
olmak iizere, HID iizerinde esitlik

a:b<:>as:bs, aq, :bdl, Qg :bdz, Qs :bd3

seklinde tanimlanir [47]].

Tanim 2.26. a = a; + ag,€ + ag,€* + ag,e€™, b = bg 4 bg € + bg,e* + bg,ee™ € HD

®Dual kuaterniyonlar kiimesi, hiperdual sayilar kiimesinin yapisina benzer bigimde tanimlan-
maktadir. a + bi + ¢j + dk formunda verilen bir dual kuaterniyonda ¢, j ve k nilpotent birimler
olup
2 .2 72 T R T A A S S S A S
°=7"=k"=0, ij=ji=tk=ki=jk=kj=0

carpim kurallarinm saglar [8, [77H79]. Bu yapida ii¢ farkli nilpotent birim bulunmakta ve farkli bir-
imlerin ¢arpimlar sifir olmaktadir. Buna karsilik, hiperdual sayilar kiimesinde (2.19) esitliginde
goriildiigii tizere iki farkli nilpotent birim bulunmakta ve bu birimlerin ¢arpimu sifirdan farkli olmak-
tadir. Dolayisiyla hiperdual say1 yapisi, burada ele alinan dual kuaterniyon yapisindan farklidir.
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olmak iizere, HDD iizerinde toplama iglemi

+ : HD x HD — HD,
(a,b) = a+ b= (as+ bs) + (aa, + bg,)e
+ (ag, + bay)e* + (ag, + bay)ec™

seklinde tanimlanir [47]].

Tanm 2.27. a = as + ag,€ + ag,€* + age€™, b = bg 4 bg € + bg,e* + bg,ee™ € HD

olmak iizere, HID iizerinde ¢arpma islemi

. HD x HD — HD,
(a,b) =~ a-b=ab
= asbs + (asbg, + aq,bs)e
+ (asba, + agybs)e* + (asbay + ag,ba, + aa,ba, + aq,bs)ec™

seklinde tanimlanir [47]].
Teorem 2.9. HD hiperdual sayilar kiimesi, iizerinde tanimli toplama ve carpma
islemleri ile birimli ve degismeli bir halka yapist olusturur [47, |72]].

Ispat. ¥ a,b, c € HD igin asagidaki dzellikler saglanir:

(i) Toplamaya gore kapalilik: a + b € HD.
(ii) Toplamanin birlesme 6zelligi: (a +b) + ¢ = a+ (b+ ¢).
(iii) Toplamanin degisme 6zelligi: a + b = b + a.

(iv) Toplamsal birim : 0 = 0 4 Os + 0e* + Oce* olacak sekilde bir sifir elemani
vardir ve
a+0=0+a=a

esitligi saglanir.

(v) Toplamsal ters: a sayisinin toplamsal tersi —a olup

esitligi saglanir.
(vi) Carpmaya gore kapalilik: ab € HD.
(vii) Carpmanin birlesme ozelligi: (ab)c = a(bc).
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(viil)) Carpmanin degisme ozelligi: ab = ba.

(ix) Carpimsal birim: 1 4 Oc 4 0c* + Oee* olacak sekilde bir birim eleman vardir
ve

al=1la=a
esitligi saglanir.

(x) Carpmanin toplama iizerine soldan ve sagdan dagilma 6zelligi:
a(b+ c¢) = (ab) + (ac)

(b+ c)a = (ba) + (ca).

Dolayistyla HID hiperdual sayilar kiimesi, birimli ve degismeli bir halkadir. [

Sonuc¢ 2.3. HD hiperdual sayilar kiimesi, HD hiperdual sayilar halkast iizerinde
bir modiildiir [72)].

Teorem 2.10. HID hiperdual sayilar kiimesi, R reel sayilar cismi iizerinde bir vektor

uzayidir [47)].

Ispat. Teorem [2.9|geregince, hiperdual sayilar toplama islemi altinda degismeli bir
grup olusturur. @ € R ve a = a5 + ag,€ + agq,e* + aqg,ec™ € HD olmak iizere, reel

say1 ile hiperdual sayinin skaler ¢carpma islemi

®: R x HD — HD,
(a,a) = a@a=aa

= aas + aaq, € + aage” + aagec”
seklinde tanimlanir. Bu islem, o, 3 € R ve a,b € HD i¢in asagidaki 6zellikleri
saglar:
(i) a(a+b) = aa+ ab,
(i) (o + B)a = aa + fa,
(iii) a(fa) = (af)a,
@iv) la = a.

Dolayisiyla HID hiperdual sayilar kiimesi, R reel sayilar cismi iizerinde bir vektor

uzayidir. [
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Tanim 2.28. a = a, + aq,¢ + aq,e* + ag,ee™ € HD hiperdual sayisinin eglenigi
0= 05— Ag € — Ugy€° — AgyeE” (2.21)

seklinde tanimlanir [65, 66].

Tanmm 2.29. a = a5 + a4, € + ag,e* + ag,ee* € HD olsun. as # 0 olmak iizere, a

hiperdual sayisinin carpimsal tersi

B 1 1 ay aq aq 2a4,aq
al=-=—— e 2t — — = |ee” (2.22)
a Qg as a; ag ay

seklinde tanimlanir [47]].

Tanmm 2.30. b = b, + bge + bg,e* + bg,ee® € HD hiperdual sayisinin
a = a5 + ag, € + ag,e* + ag,ec* € HD hiperdual sayisina boliimii, a5 # 0 olmak

uzere,

*

b . bs 4 bdlas — bsadl o1 bd2as — bsad2

a as a? a?
2
<bd3as - bandlas — bdlad2as — bsadsas —+ stadladQ) e

3
A

(2.23)

seklinde tanimlanir [47]].

b
Tanim [2.30| geregince, as # 0 iken — ifadesi iyi tanimlhidir. Buna karsilik,
a

pure hiperdual sayilarin ¢arpimsal tersi mevcut degildir. Sonug olarak, hiperdual

sayilarin cebiri R iizerinde bir boliim cebiri degildir [47].
Tanm 2.31. a = @, + dse* ve b = by + by * hiperdual sayilar1 arasindaki siralama
a<bse (d1 < 31) veya (&1 = 131 ve Qg < 52)

seklinde tanimlanir. Eger a > 0 ise a pozitif hiperdual say1; eger a > 0 ise a negatif

olmayan hiperdual say1 olarak adlandirilir [67].

Teorem 2.11. x = z, + x4, + xg,6* + xg,6e* € HD hiperdual degiskeni icin f(x)

fonksiyonunun x4 noktasi etrafindaki Taylor agilumt

f(]?) = f(l’s) +xd1f/(‘r8>5+xd2f/<x8)€*+ (xd3f/<xs) +xd1xd2f”(x8))€€* (224)

seklindedir. Burada f'(xs) ve f"(x,) ifadeleri, sirasiyla, f fonksiyonunun xs nok-

tasindaki tiirevlerini gostermektedir [47,52)].
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Ispat. Reel degiskenli bir f fonksiyonunun x, noktas: etrafindaki Taylor agilimi
(1.7) esitligi kullanilarak

n

h? h

seklinde verilir [48]]. Bu agilimda i = x4,€ + 24,e* + x4,6€™ alinirsa

f(xs + Td, € + $d25* + Id3€5*) = f(xS) + (‘/I;¢116 + CCd25* + ,rdggg*) f/(xS)

2
N (Txag € + g™ + Tg ™)

2! f(@s) + -+
Tg€ + Tap€* + xagee®)” L
( 1 2n' 3 ) f( )(:BS)+,,,

elde edilir. (2.19) esitliginde verilen dual birimlerin dzellikleri kullanilarak

2
(Ta € + g™ + Tg.6€™)” = 224, 4,667,

(xg,€ + Tg,6* + xd355*)3 = (xgy€ + g€ + Tgse€”) (224, 24,66%) =0
elde edilir. Boylece n > 3 i¢in
(Ta € + Tape™ + xgyec™)” =0
olur. Sonug olarak,
f(@) = fxs) + za, f'(ws)e + 2ap [/ (25)e" + (2ay [ (25) + a2, f () ) e

elde edilir. ]

Sonu¢ 2.4. a = as+ag,e+ag,c*+ag,ee* € HD hiperdual sayust icin (2.24) esitligi

yvardimiyla karekok ve mutlak deger fonksiyonlar

Ad, Ad, Ads Qd, Gdy *
= s — — — — ) s > O,
Va = /a; + 5 &854— 5 ass + (2 = I, as) €€ a

a a a
|a| = |a5’ + ’a_sladlg + ﬁacbg* + ’a_sladsgg*a ag % 0
s s s

seklinde elde edilir [67|73)].

Tamm 2.32. a = a5 + ag,€ + ag,e* + ag,ec* € HD hiperdual sayist igin, (2.21)
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esitliginde verilen eslenik tanimina ek olarak

aj = as — ag,€ + ag,° — ag,ec”,
ay = Qs — Qg€ — Agy€" + a4,

a3 = as + Qg€ — g€ — Qg ™

eslenikleri tanimlanabilir [65]. Bu eslenikler yardimiyla, hiperdual sayilar icin
farkl biiyiikliikler agagidaki gibi tanimlanabilir [65]:

1= aa:as—l—aaa,
a T Sd2*
’a8|

lals = \/a_a§ = |as| + Qs  Ady Ady ee”,

|a5|
asa
lals = \/aa} = |as| + ﬁz Ts.
S

Buna gore,

* *
Ay Qs — Qg € T Agy€ — Agg€E™ -
|a|? a? + 2a5a4,*

oldugu goriilir. Benzer sekilde, diger eslenik-biiyiikliikk ¢iftleri icin de aymi
hesaplamalar yapildiginda, (2.22)) esitligine ulasildig1 goriiliir. Bir bagka deyisle,

r=1,2,3i¢in
ol = ay
~ al?
bagintis1 gecerlidir [65].
Tanim 2.33. Bir hiperdual vektor
X=(xy,29,...,2,), 1=1,2....n (2.25)

biciminde gosterilir. Burada x; € HID hiperdual sayilarina X hiperdual vektoriiniin

bilesenleri denir. Hiperdual vektorlerin kiimesi HID" ile gosterilir [55]).

Tanim 2.34. X = (21, 22,...,2,), Y = (Y1, Y2, - - -, Yn) € HD" olmak iizere, HD"
izerinde esitlik
X=Yer=y (=12...,n)

seklinde tanimlanir. Toplama islemi

+: HD" x HD" — HD",
(X,Y) = X4+Y = (z1+y, 22+ Yo, -, T + Yn),
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ve ¢ € HDD olmak iizere, hiperdual say1 ile hiperdual vektoriin skaler carpma islemi

. HD x HD" — HD",

(¢, X) = X = (cxy, cxa, ..., cxy)
seklinde tanimlanir [55} 65].

Teorem 2.12. HID" hiperdual vektorlerin kiimesi, HID hiperdual sayilar halkast
tizerinde bir modiildiir [65]].

X € HD™ hiperdual vektorii
X = (215 + T14,€ + T10,€" + T1a5€E™, -+ -y Tns + Tpdy € + Tndp€" + Tpa,€€”)
seklinde yazilabilir. Burada
Xs = (T1s, T2y - - -, Tns) € R™, Xa, = (T1dys T2dys - - - Tnay) € R™,
Xdy, = (ZL’ld27 Todyy - - - >«rnd2> € Rn, Xdy = (‘rldg,a Todsy - - - ,l‘nd3) cR"”

olmak iizere X hiperdual vektorii reel vektorler cinsinden
X = X5+ Xgy, € + Xgp&* + Xgye€” (2.26)

seklinde ifade edilebilir.

Tanmm 2.35. X = (z1,29,...,2,) ve Y = (y1,%2,...,y,) olmak iizere,

X,Y € HD" hiperdual vektorlerinin Oklidyen i¢ ¢arpimi
X,Y) = 2y + zays + - -+ + Ty

seklinde tanimlanir [65]].

Not 2.1. Hiperdual Oklidyen i¢ carpim tarafindan iiretilen norm kavrami ele
alindiginda,
X = X4 + Xg4,€ + Xg,6* + xg,6e* € HD" hiperdual vektérii igin || X||* = (X, X)

alinirsa
IX][* = (X, X)

= ||XS||2 + 2<X5, Xd1>8 + 2<X5, Xd2>€*
+ 2(<XS7 Xd3> + <Xd1> Xd2>)5€*
elde edilir. Burada || X||> € HD olur. Ancak ||X||? > 0 esitsizligi hiperdual vektorler

icin her zaman saglanmayabilir. Nitekim, X = x4,¢ + Xg,e* + x4,6e* € HD"
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hiperdual vektorii icin

HXH2 = (Xg, € + Xp€" + Xgs€€%, X, € + X, €° + Xg,6€™)

= 2(Xg, , Xy )EE"

elde edilir. Dolayisiyla (x4, ,x4,) < 0 olmasi durumunda, ||X||* < 0 olur. Bu durum
g6z oniinde bulundurularak, agagidaki tanimda HDj kiimesi iizerinde ||X]|* > 0

kosulunu saglayan bir norm tanimlanmaktadir [67]].

Tanim 2.36.

HDg = {XS+Xd1€+xd2E*+Xd3€8* Xs,Xdy» Xdyy Xds € R, Xg # Oveyaxs = 0ve (Xq,,Xd,) > 0}

kiimesi verilsin. Buna gore, X € HD} i¢in X hiperdual vektoriiniin Oklidyen normu

asagidaki sekilde tanimlanir [67]]:

* Eger x, # 0 ise

I = | + 5220y ) o
AR
<<X87Xd3> 1 <Xd17Xd2> » <X87Xd1><xsaxd2>> ce*
el A

e Egerx, =0, x4, # 0, x4, # 0, (Xg,,Xa,) > 0ise

HXH - <Xd1’Xd2>5+ <Xd17Xd2>€*+ ||Xd3||55*'

* Eger x; = x4, = 0, x4, # O ise

IX]) = [l fle 4+ 20X e

1%, |
* Eger x, = x4, = 0, x4, # 0 ise

Xl = "+ 2T e

[xas |
* Eger x, = x4, = X4, = O ise
[IXI = 1l lle=™
* BEger x; = X4, = Xg4, = X4, = 0 1se

IX]} = 0.
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Boylece X € HDYj igin || X||* > 0 elde edilir.
Tanim 2.37. Bir hiperdual matris
A= [az‘j]an, Qjj ceHD, :=1,....m, j=1,...,n, (2.27)

seklinde tanimlanir. Burada a;; hiperdual sayilarina A hiperdual matrisinin girdileri

denir. Hiperdual matrislerin kiimesi HID"*" ile gosterilir.

A hiperdual matrisi reel matrisler cinsinden
A=A, + Ad1€ + Ad2€* + Ad3€€*, As, Adl, Ad2, Adg c R™*" (2.28)

seklinde yazilabilir. Burada A, matrisine standart kisim, Ag e + Age* + Ag,ec*

ifadesine hiperdual kisim adi verilir.

Ayrica, A hiperdual matrisi, dual matrisler cinsinden
A=D+D'e*, D,D' e D™" (2.29)

seklinde de yazilabilir.

Tanmmm 2.38. A = A, + Ay e+ Ag,e* + Ag,ec*, B = By + By e + Bg,e* + Bg,ec™
olmak iizere, A, B € HD™*" hiperdual matrislerinin esitligi

A=B& A, = B,, Ay, = By, A4, = Ba,, A4, = B,

seklinde tanimlanir [72]].

Tanmmm 2.39. A = A, + Ay e+ Ag,e* + Ag,ec™, B = By + By e + Bg,e* + Bg,ec*
olmak iizere, A, B € HD™*" hiperdual matrislerinin toplama iglemi

+ : HD™ "™ x HD™ " — HD™*",
(A, B) — A+ B= (AS + Bs) + (Ad1 + Bd1)€
+ (Ag, + Ba,)e* + (Agy + Bay)ec”

seklinde tanimlanir [72]].

Tanim 2.40. A = A, + Ay e + Ag,e* + Ag,ec*, B = By + By,e + Bg,e* + Bg,ec™
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olmak iizere, A, B € HD™*" hiperdual matrislerinin carpma iglemi

- HD™? x HDP*" — HD™",
(A,B)— A-B = A,B,
+ (AsBg, + Ag, Bs)e + (AsBa, + Ay, Bs)e™
+ (AsBay + Ag, Bay, + A, Ba, + Ay, By)ee”

seklinde tanimlanir [72]].

Teorem 2.13. HID"*" hiperdual matrisler kiimesi, iizerinde tamumli toplama ve

carpma islemleri ile birimli bir halka yapist olusturur [72)].

Ispat. ¥ A, B, C € HID"*" igin asagidaki 6zellikler saglanr:

(i) Toplamaya gore kapahilik: A + B € HD"*".
(ii) Toplamanin birlesme 6zelligi: (A+B) +C=A+ (B+ C).
(iii) Toplamanin degisme ozelligi: A + B = B + A.

(iv) Toplamsal birim : 0,,x, = Opxn + Omxn € + Omxn € + Opxn €65 = Opxn

olacak sekilde bir sifir matrisi vardir ve
A+ 0pxn =0pxn FA=A
esitligi saglanir.
(v) Toplamsal ters: A hiperdual matrisinin toplamsal tersi —A olup
A+ (=A)=(-A) + A =0Onxn

esitligi saglanir.
(vi) Carpmaya gore kapalilik: AB € HID"*".
(vii) Carpmanin birlesme ozelligi: (AB)C = A(BC).

(viii) Carpimsal birim: |, = Lixn + Onxn€ + Opxne™ + Opxnee™ = I, olacak

sekilde bir birim matris vardir ve
Alpxn = lxnA = A

esitligi saglanir.
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(ix) Carpmanin toplama iizerine soldan ve sagdan dagilma ozelligi:
A(B + C) = (AB) + (AC)

veE

(B+ C)A = (BA) + (CA)

esitlikleri saglanir.

Dolayisiyla HD™ " hiperdual matrisler kiimesi, birimli bir halkadir. |

Genel olarak hiperdual matrislerde ¢arpma iglemi degisme ozelliini saglamaz.
Buradan
AB # BA

olacak sekilde A, B € HID"*" hiperdual matrisleri bulunabilir. Bu nedenle HID"*",
genel olarak degismeli bir halka degildir.

Teorem 2.14. HD"*" hiperdual matrisler kiimesi, R reel sayilar cismi iizerinde bir

vektor uzaywdir [72]].

Ispat. Teorem geregince, hiperdual matrisler kiimesi toplama islemi altinda
degismeli bir grup olusturur. « € Rve A = A, + Ay e+ Agye* + Ag,ee* € HD™*"

olmak {iizere, reel say1 ile hiperdual matrisin skaler carpma islemi

[: R x HD™" — HD™ ",
(a, A) » aDA =aA
= aA; + aAg e+ aAge” + aAgec”

seklinde tanimlanir. Bu iglem, o, 5 € Rve A, B € HID™*" i¢in asagidaki 6zellikleri
saglar:
(i) a(A+B) =aA+aB,
(i) (a+ B)A = aA + SA,
(iii) a(BA) = (aB)A,
(iv) 1A =A.

Dolayisiyla HD™*" hiperdual matrisler kiimesi, R reel sayilar cismi iizerinde bir

vektor uzayidir. [
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Teorem 2.15. HID™*" hiperdual matrisler kiimesi, D dual sayilar halkast iizerinde
bir modiildiir [|72)].

Ispat. Teorem geregince, HID™ ™ toplama islemi altinda degismeli bir gruptur.
& =as+ o €Dve A=A+ Ay e+ Ag,e* + Agee* € HID™ " olmak iizere,

dual say1 ile hiperdual matrisin skaler carpma islemi

O - D x HD™ "™ — HD™ "
(&, A) — &OA = A
= A + (sAg, + agAs)e
+ OésAdZ&T* + (OésAdS + OédAdz)&ET*

seklinde tamimlanir. Bu islem, &, B € Dve A, B € HD™" i¢in asagidaki 6zellikleri

saglar:

(i) &(A+B) = aA + aB,
(i) (& + B)A = aA + BA,
(iii) G(BA) = (aB)A,

(iv) 1A = A.

Dolayisiyla HD™*" hiperdual matrisler kiimesi, ID dual sayilar halkasi iizerinde bir
modiildiir. |

Teorem 2.16. HID™*" hiperdual matrisler kiimesi, HID hiperdual sayilar halkast
tizerinde bir modiildiir [72)].

Ispat. Teorem geregince, hiperdual matrisler kiimesi toplama islemi altinda
degismeli bir grup olusturur. o = oy + age + ag,e* + ag,ee™ € HD ve
A = A; + Age + Age* + Agee* € HD™ " olmak iizere, hiperdual say: ile

hiperdual matrisin skaler ¢carpma islemi

o: HD x HD™*"™ — HD™*",
(o, A) = aoA=aA
= asA;
+ (sAg, + ag, Ag)e + (asAg, + ag, Ag)e™
+ (asAd3 + g, Ag, + g, Ag, + 04d3AS)55*
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seklinde tanimlanir. Bu islem, «, 5 € HD ve A,B € HD™ " i¢in asagidaki
ozellikleri saglar:
(i) a(A+B)=aA+ aB,

(i) (a+ PB)A =aA+ PA,

(it)) a(BA) = (aB)A,

(iv) 1A=A.
Dolayisiyla HID™ ™ hiperdual matrisler kiimesi, HID hiperdual sayilar halkasi
izerinde bir modiildiir. |

Onerme 2.4. A = A, + Age+ Age* + Ag,ec*, B= By + By, e + Bg,e* + Bg,ec*
olmak iizere, A, B € HID™*" hiperdual matrisleri i¢in asagidaki ifadeler birbirine
denktir [66, |72]:

i) B=A",
(i) AB = Iy,
f ABy = Lywn,
(i) AsBg, + Ag, Bs = Opxn,

ASBdQ + Angs = 0n><n7
KASBdg + Adlez + Ad2Bd1 + AngS - Oana

([ B, =AY,

By, = —A; AL ALY

By, = —A;7 AL A

| Bay, = AN (—Aay + Ag AT Ag, + A AT Agy ) AT

(iv)

Tanmm 2.41. A = A, + Ag e + Age* + Agee* € HID™ ™ bir hiperdual matris

olsun. A hiperdual matrisinin eglenigi, transpozu ve eslenik transpozu sirasiyla

(i) Eslenik: A = A, — Ay e — Ag,e* — Ag,ee”,
(i) Transpoz: AT = A] + Aj e + Aje* + Aj ee*,

(iii) Eslenik transpoz: A* = A] — AdTle — AdTZ " — A;l; ee*

seklinde tanimlanir [66, 72]].
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Not 2.2. Onerme [2.4|geregince, A hiperdual matrisin terslenebilir olmasi igin gerek
ve yeter kosul, A, matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasidir. Bu durumda

A hiperdual matrisinin tersi, det(As) # 0 i¢in
A = ATV A+ (A AT Ag, + Ag, AT Ay est] ALY (2.30)

seklinde yazilir [66) 72]].

Tanim 2.42. A € HD"*" bir hiperdual kare matris olsun. Buna gére A hiperdual
matrisi; AT = A ise hiperdual simetrik, A* = A ise hiperdual Hermit, AA* = A*A
ise hiperdual normal ve A*A = AA* = |,, ise hiperdual iiniter matris olarak
adlandirlir [66), [72].
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3

DUAL MATRISLERDE DETERMINANT,
KARAKTERISTIK POLINOM, KARAKTERISTIK
KOK, OZDEGER VE OZVEKTOR TEORISI

Bu boliimde, dual matrislerin determinant, karakteristik polinom, karakteristik kok,
0zdeger-6zvektor kavramlar incelenecektir [[17, 24} 25, 27, (36, 37, (71} 74, {76, 80].
Ardindan, ¢esitli orneklere yer verilecektir.

Tanim 3.1. K, birimi 1 olan degismeli bir halka, Vi, ..., V, ve W birer K-modiil
olsun. f : V} x --- x V,, — W fonksiyonu, 1 < k < n olmak iizere, her o, 8 € V},
ver,s € Ki¢in

flag,...;ra+sB,...,an) =rflag,...,;0,...;qn) +sf(at,...,0,...,apn)

esitligini sagliyorsa ¢ok lineer fonksiyon olarak adlandirilir. n degiskenli cok lineer

bir fonksiyon, ayn1 zamanda n-lineer fonksiyon olarak da adlandirilir [[74} 80J].
Tamm 3.2. K, birimi 1 olan degismeli bir halka, V bir K-modiil ve f : V" — K

n-lineer bir fonksiyon olsun. Bazi ¢ # j i¢in oy; = o; oldugunda

f(ala-"aan)zo

esitligi saglaniyorsa f fonksiyonu alterne n-lineer fonksiyon olarak adlandirilir [74,
80

Tanim 3.3. K, birimi 1 olan degismeli bir halka ve {e;, e, . .. , €, }, K™ modiiliiniin
standart tabani olmak tizere f : K" x K" x --- x K" — K fonksiyonu,

flei, ez, ..., e,) = 1esitligini saglayan alterne n-lineer bir fonksiyon] olsun.

I K™ modiiliiniin standart taban1 {eq, ea, ... ,e,} olmak iizere, f(e1,ea,...,€,) = 1 esitligini
saglayan tek bir f : K™ x K™ x --- x K™ — K alterne n-lineer fonksiyonu vardir [80].
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A = [a;;] € K™ matrisinin j. siitunu, 1 < j < nigin

i
azj
a; = | .
Qpj
olup K™ modiiliiniin bir elemanidir. A matrisinin siitun vektorleri oy, o, ..., o,
olmak iizere, f(cy, o, ..., a,) € K degerine A matrisinin determinanti denir. Bu

durumda f,

f=det : K" xK"x---x K" — K,

(o, ... ) = det(ag, ag, ..., ap)

bicimindeki determinant fonksiyonudur ve

det A = Z (—1)T(j1’j2 """ j")ajllajﬂ ccQjan

(j17j27---7jn)
seklinde ifade edilir. Burada toplam n! terimden olugsmakta olup (ji,jo, .-, jn)
dizisi, satir indislerinin tiim permiitasyonlari iizerinden alinir. 7(j1, jo, . - ., jn) is€
(71,72, - - -, jn) permiitasyonunun inversiyon sayisini gostermektedir [[80].

Teorem geregince, ) dual sayilar kiimesi, iizerinde tanimlanan toplama ve
carpma islemleriyle birlikte birimli ve degismeli bir halkadir. Ayrica Teorem
geregince, D" dual vektorler kiimesi, D dual sayilar halkasi iizerinde serbest bir
modiil olusturur. Bu nedenle, Tanim [3.3] X' = D alinarak dual matrisler i¢in ifade
edilebilir. Buna gore, A= [a;;] € D™™ dual matrisinin determinanti asagidaki

sekilde tanimlanir:

Tamm 3.4. det : D" — D olmak iizere, A = [a;;] € D™ dual matrisinin
determinanti
det[/l] = Z (—1>T(j1’j2”"’j7b)&1j1d2j2 o dnjn (31)
(j17j27---7jn)
seklinde ifade edilir. Burada toplam n! terimden olusmakta olup, (j1,jo,-- -, jn)

dizisi a;; elemanlarinin siitun indislerinin tiim permiitasyonlar1 lizerinden alinir.
Ayrica 7(j1, 2,5 Jn)s (J1,J2,---,Jn) permiitasyonundaki inversion sayisini
gostermektedir [25] 36].

Teorem 3.1. A = (a1;...;4;;...;4;;...;4,) € D" ve & € D olmak iizere,

A dual matrisinin k. satirt i < jicin a, (k = 1,2,...,n) olsun. Bu durumda,
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asagidaki ozellikler saglanir [25] 36|]:

(i) det[AT] = det[A],

A

~

(iv) det[D] = det[A], D = (a;;...;8; 1;4; + Ga;;4,1;...;4,),

~ ~ ~ ~

(v) det[C] = det[A] + det[D], D = (As;...;8_1;b;;8i1;...:4,) ve

C=(ay;...;a_138,+bja,1;...;4,).

Ispat. (i) AT matrisinin determinant: (3.1) esitligi yardimiyla

seklinde yazilabilir. Ote yandan, o (k) = j; olmak iizere
djlldj22 =65 djnn = dlo—l(l)dQU—l(Z) R ° CAlmf_l(n)

yazilabilir. Burada o~! de bir permiitasyon olup 7(c) = 7(o~!) oldugundan, bu
ifade (3.1)) esitligi ile aymdir. Dolayisiyla det[AT] = det[A] elde edilir.

(i1), (ii1), (iv) ve (v) maddelerinin ispatlar1 da benzer sekilde yapilir. [ |

Teorem 3.2. A = A, + Age € D™ dual matrisinin determinanti

det[A] = det[A,] + (Zn: det[A(i)]) 5 (3.2)

seklindedir. Burada A(i) matrisi asagidaki sekilde verilir [25)|71)]:

(all)s (a12>s T <a1n>s
(ai—ll)s (%—12)5 T (ai—ln)s
A(r) = (aﬂ)d (azg)d S (am)d , 1=1,2,... n. 3.3)
(ai+11)s (ai+12)s oo (@igan)s
L (an1)s (an2)s -+ (Gnn)s ]
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Ispat. a; = (a;)s + (a;)ee €D, i =1,2,...,n, olmak iizere

(a1)a(az)s - (an)s + (a1)s(as)a(as)s - - - (an)s

H&z = H(a,-)s+ 15

i—1 i=1 + -4 (a1)s(a2)s - (an—1)s(an)d

oldugundan, Tanim [3.4] geregince

det[A] _ Z (_1)7'(]-17].2,.“,.7‘7»(aljl)S(a2j2)s e (a/njn)s

(31532 5+-+59n)

+< > (—1)T(j1’j2"”’j">Z(am)s"'(ai—lji_l)s(az‘ji)d(awljiﬂ)s'"(anjn)s)8
i=1

(J1,325--50n)

elde edilir. Diger taraftan, determinant tanimindan ¢ = 1,2, ..., n i¢in

det[A(D)] = > (=179 0y ) (@imrjiy)a(@,)a(@ig15,,0)s - (Gng,)s

(j17j2 7777 ]n)

yazilir [76]. Boylece

det[A] = det[A,] + (i det[A(i)]) £

elde edilir ve ispat tamamlanir [25].
Alternatif olarak asagidaki sekilde de ispat yapilabilir:

(2.14) esitligindeki f fonksiyonu determinant fonksiyonu olarak alinirsa
det[A] = det[A, + Age] = det[A,] + iz (V det[A,]T Ag) € (3.4)
elde edilir [[17]. Buna gore, (2.15)) ve (2.16)) esitlikleri kullanilarak

iz (Vdet[A;]"4y) = % det[A; + tA4]

t=0

yazilabilir [[75]. Boylece (3.4) esitligi

A

det[A] = det[A,] + %det[As +tA4| € (3.5)

t=0

formunu alir. A, ve A, matrislerinin . satirlart sirasiyla (as); ve (a4); olmak iizere
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1=1,2,...,nicin

(as)n + tlag)n

seklinde yazilir. Tanim [3.3] geregince, determinant fonksiyonu n-lineer oldugundan

det[A, + tAy] = det((as)1, (as)a, - - ., (as)n)
+ tdet((ad)l, (as)2 as)n)
+ tdet((as)l, (aq)2 as)n)
4.
+ tdet((as)l, (as)a,-- -, (ad)n) + O(#)

o
o

I

elde edilir. Burada O(#?), en az iki satirin A, matrisinin satirlarindan segildigi

terimlerin toplamini ifade etmektedir. Boylece
d
g7 det[A, + tAg)| = det((ag)1, (as)2, ..., (as)n)
t=0
+ det((as)l, (ag)a, - -, (as)n)
+ det((a’s)lv (as)27 ooy (ad)n)

olur. A(7), As matrisinin . satir1 yerine A, matrisinin . satir1 yazilarak elde edilen

matris olmak iizere

d
a det [AS + tAd}

= Zdet[A(z’)]

t=

yazilabilir. Bu ifade (3.3) esitliginde yerine yazilirsa

det[A] = det[A,] + (i det[A(i)]) £

elde edilir. |

Ornek 3.1. Asagidaki dual matrisi ele alalim:
1 ¢ 0
A=|e 1 0 | €D,
00 1+¢
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Burada

1 00
As: 010 s Ad:
0 01

o = O
o O =
= o O

seklindedir. A(i) matrisinin (3.3)) esitliginde verilen tanimi geregince

0 1
det[A(1)] =10 1 0| =0,
0 01
1 00
det[A(2)] = |1 0 0| =0,
0 01
1 00
det[A3)] =0 1 0| =1
00 1

elde edilir. Ayrica det[Ag| = 1 oldugundan,

det[A] = det[A,] + <Z det[A(i)]) e=1+c¢

elde edilir.

Alternatif olarak, A dual matrisinin determinanti (3-4)) esitligi yardimiyla da hesa-
planabilir. Gergekten, A, = [(a;;)s] € R®*® olmak iizere, Tanim 3.3| geregince A,

matrisinin determinanti

det[A,] = (an), ((az2)s (ass)s — (a23), (az2),
- (a12>s((a21>s(a33)s - (a23)s(a31)s)
+ (ars)s ((az)s(a2)s — (022 (a1), )

seklindedir. 2.17)) esitligi kullanilarak, determinant fonksiyonunun A, degiskenine

gore gradyani

[Odet[As] Odet[As] Odet[Aq]]
a(all)s a(a12)s a(CLlB)s
Odet[As] Odet[As] Odet[A]
5((121)5 a(@z)s 8((123)5
Odet[As] Odet[As] Odet[A]
L 3(a31)s 3(a32)s a(a33)s i

Vdet[Aq] =
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seklinde yazilir. Buna gore,

V det[A,]T Ay =

—(a12)s(ass)s + (a13)s(as2)s
= | (ain)s(ass)s — (a13)s(as1)s

—(a11)s(asz)s + (a12)s(as)s

[0 det[As] Odet[As] Odet[As]]
8((121)5 5((111)5 3((131)5
Odet[As] Odet[As] Odet[A]
3(a22)s 3(a12)s a(a32)s
Odet[As] Odet[As] Odet[Ay]
L 8(623)3 8(6113)3 8((133)5 i

(a22)s(a33)s - (a23)s(a32)s

—(ag1)s(ass)s + (azs)s(as)s

(a21)s(a32)s - (a22)s(a31)s

(Cl12)s(a23)s - (als)s(a22)s
—(a11)s(azs)s + (a13)s(az1)s

((111)s(a22)s - (alz)s(azl)s

elde edilir. Dolayisiyla,

iz (V det[As]TAd) = —(a12)s(as3)s + (a13)s(asz2)s
— (a21)s(ass)s + (azs)s(asi)s
+ (a11)s(a22)s — (a12)s(az1)s

olup burada A, = I3 oldugundan,
iz (Vdet[A,]"44) =1
elde edilir. Sonug olarak, (3.4) esitliginden
det[A] = det[A,] + iz (Vdet[A]TAg)e=1+¢

seklinde ayni sonuca ulasilir.

Sonug 3.1. A = A, + Age € D™ olsun. det[Ag] # 0 ise, A dual matrisinin
determinanti

det[A] = det[A,] (1 +iz(A44; ")) (3.6)

seklinde ifade edilir [17)].

Ispat. (3.4) esitligini yeniden ele alalim:
det[A] = det[A, + Aqe] = det[A,] + iz (V det[A,]" Ay) e.

det[A;] # 0 oldugundan, A, matrisi terslenebilirdir ve determinant fonksiyonunun
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A, degiskenine gore gradyamE]

Vdet[A,] = det[A,](A;Y)T (3.7)

S

seklindedir. Boylece

iz (V detl4,]7A) = iz ((det[A A 1)
= iz (det[A,]A; 1 Ay)

(3.8)
= det[A,]iz (A;1Ay)
= det[Ay] iz (AgAY)
elde edili Bu ifade (3.4) esitliginde yerine yazilip diizenlendiginde
det[A] = det[A,] (1 +iz (A44;1) €)
esitligi elde edilir. |

Tamm 3.5. A = Ag + Age € D™ bir dual matris ve A= As + Age € D olmak

tizere, A dual matrisinin karakteristik polinomu asagidaki sekilde tanimlanir [25]:
Fi(\) = det[AI, — A]. (3.9)

Burada f A(;\) = 0 esitligini saglayan A = A, + A\se¢ € D dual sayisina A dual
matrisinin karakteristik kokii denir.

Teorem geregince, A dual matrisinin karakteristik polinomu

i) = ga(0) + (Z det[A(i, M) £ (3.10)

bi¢iminde ifade edilir [25]. Burada g;();) := det[\;,, — A,] seklinde tanimlanir.
Heri=1,2,...,ni¢in Av(z, \) matrisi asagidaki sekilde verilir:

2X € R™ " terslenebilir bir matris olmak iizere, determinant fonksiyonunun X degiskenine
gore gradyani, (2.17) esitligi kullanilarak

Vx det[X] = Vx det[X ] = det[X]X "

seklinde ifade edilir [[75]. Burada X~ T = (X 1) T seklindedir [81].
3X,Y € R™ " i¢in iz fonksiyonu iz(XY') = iz(Y X) 6zelligini saglar [74].
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A(ia >\> = _(ail)d e A — (aii)d ce —(am)d . (3.11)
L _(anl)s e _(a'ni)s e )\s - (ann)s_
Boylece
det[A(i, \)] = Aadet[N L1 — (Ay)s] + det[A(3)] (3.12)

esitligi elde edilir. Burada A;; € R(=1Dx(n=1) olup, As matrisinden 7. satir ve i.

slitunun silinmesiyle elde edilen alt matristir. Ayrica A(z) matrisi asagidaki sekilde

tanimlanir;
[N\ — (a11)s -+ —(aw)s - —(am)s |
AWy =| —(an)a - —la)a - —(@m)a |.  (3.13)
| —(an)s o —(@n)s o As — (@)

(3.10) esitligindeki f A(S\) = 0 kosulunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

det[\ I, — A,] =0 (3.14)
ve n

> " det[A(i, \)] =0 (3.15)

=1

esitliklerinin saglanmasidir. Boylece (3.12) esitliginden

Aa Y det NIy — (Ai)] = =Y det[A(i)] (3.16)
i=1 =1
yazilabilir.
Az(N) = det[A\ oy — (Az)] (3.17)
i=1

oldugu kabul edilirse, esitliginden A\yA 5(\s) +7(A;) = 0 yazilabilir. Burada

T(\) = idet[/i(z')] (3.18)

seklindedir.

Onerme 3.1. A = A, + Aze € D" ve \, € R, A, matrisinin bir ozdegeri olsun.
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Eger \,, A, matrisinin cebirsel katllllgﬂk: = 1 olan bir dzdegeri ise, \ = As + Age

sayisi A matrisinin bir karakteristik kokii olur. Bu durumda )\, tek tiirlii olarak

(3.19)

seklinde belirlenir. Eger \;, As matrisinin cebirsel katliligi k > 2 olan bir dzdegeri
ise, her \y € R icin \ = As + Age sayist A matrisinin bir karakteristik kokii olur
[25]].

Tamm 3.6. A € D" olsun. A € Dve X € D", x # 0 olmak iizere
Ax = Ak (3.20)

esitligi saglaniyorsa, A degeri A dual matrisinin Ozdegeri, x ise bu 6zdegere karsilik

gelen 6zvektorii olarak adlandirilir [27].

Bir dual saymnin bir dual matrisin 6zdegeri olabilmesi icin gerekli kosullar asagida

verilmigtir.

Teorem 3.3. A = A, + Age € D™, \ = As +XAge € Dvex =z, + x4e € D
olsun. \ ve X strastyla A dual matrisinin ozdegeri ve ozvektorii ise, \s degeri A,

reel matrisinin v, # 0 kogulunu saglayan bir ozdegeridir ve
Agxs = ATy (3.21)
esitligi saglamr. Ayrica \; ve x4 bilesenleri
(As — Aslp)xg = (Mgl — Ag)xs (3.22)

kosulunu saglar [37)].

Ispat. A=A, + Age €DV N\ = A\, + \ge € Dve X = 2, + 24¢ € D" olsun.
(320) esitliginde verilen AX = Ax ifadesi

(As + Age)(xs + z48) = (s + Aae) (zs + x4)
biciminde yazilabilir. Buradan

Aty — A + (Agxs — AaTs + Astqg — Asg)e = 0

*A € R™™ ve \, A matrisinin bir 6zdegeri olsun. A matrisinin karakteristik polinomunda A
kokiiniin katliligina, A 6zdegerinin cebirsel katlilig1 denir.
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ifadesi elde edilir. Boylece (3.21)) ve (3.22) esitlikleri elde edilir.

Ornek 3.2. Asagidaki dual matrisi ele alalim:

A 1 1
A:[
e 1
11
As: ) Ad: 0o
0 1 10

seklindedir. As; matrisinin karakteristik polinomu

= AS + Ad€ € ]D2><2.

Burada

A—1 -1

i(As) =det| A\ 1o — Ag| =
940 = dethhly = A= | T T

=X -2\ +1=(\— 1)

olmak iizere, (3.21)) esitligi geregince A, matrisinin ézdegerleri

seklindedir.

Diger taraftan, (3.12) esitligi yardimiyla

~ s Ad 0
det[A(1,\)] = = AsAd — Ag,
AL = N1 d— Ad
~ s As—1 —1
det[A(Z, )\)] = = )\s)\d — /\d -1
-1 A

elde edilir.

(B-10) esitligi yardumiyla A matrisinin karakteristik polinomu
FaN) = A2 =20, + 14 (2A g — 20g — 1)e
olarak bulunur.

(As)1 = (A)2 = Ligin



elde edilir. ¢ # 0 oldugundan f A(S\) # 0 elde edilir. Dolayisiyla A matrisinin
karakteristik kokii yoktur.

Teorem 3.4. A = A, + Aye € D" olsun. A dual matrisinin ozdegerlerti, A dual

matrisinin karakteristik kokleridir [25]].

Bu teoremin kargitt dogru olmak zorunda degildir:

Ornek 3.3. Asagidaki dual matrisi ele alalim:

e 11
A= |1 ¢ 1| eD¥.
11 ¢
Burada
011 1 00
As= 1|1 0 1|, A;= |01 0
110 00 1
seklindedir. As matrisinin karakteristik polinomu
As —1 —1
i) =det\I3 — A =|—1 A, —1|=X—3)\—2
-1 -1 X

olmak iizere, (3.21) esitligi geregince As matrisinin dzdegerleri
()\s)l = ()\3)2 = -1, ()\8)3 =2

seklindedir. Bu ozdegerlere karsilik gelen 6zvektorler sirastyla

(ws)l = 0 ) (xs)Z = 1 ) (-Ts)S -

—_ =

olarak bulunur.
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Ote yandan, (3-12) esitligi kullamilarak

Ad—1 0 0
det[ALAN)] =] =1 A, —1| =M= A2 =X+ 1,
~1 -1 A,
A, -1 -1
det[A2,N)] =] 0 Ag—1 0]|=MN—A2=Ng+1,
~1 =1 A
A -1 -1
det[A(3, M) = [=1 A, -1 [=A2N—A2—)+1
0 0 M-1

determinantlar: elde edilir.

(B-10) esirligi yardumryla A dual matrisinin karakteristik polinomu
FaO0 =X =30 =2+ (3N2A =302 - 3)\; +3) ¢
olarak bulunur.

(As)1 = (Ns)2 = —1igin fA(S\) = 0 elde edilir. Onermegeregince, her \; € R
icin

;\:—1+)\d€

degeri A dual matrisinin bir karakteristik kokiidiir.

Benzer sekilde, (\,)3 = 2 icin f;(\) = (9\g — 9)e = 0 oldugundan Ny = 1 elde
edilir. Onerme 3.1 geregince

~

A=2+¢

degeri A dual matrisinin bir karakteristik kokiidiir.

Buradan
—1 x
Ash=-1, (@)i=]0]|, (Aah€R, (za)= |y
z
icin (3.22) esitligi yardumiyla
()\d)l - 17 (xd)l - Yy ) Y,z € R
z
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elde edilir. Benzer sekilde

—1 x
(As)e=—1, (zs)2= | 1|, (Ma)2€R, (ra)2= |y
0 z
icin (3.22) esitligi yardumiyla
(Aa)2 =1, (za)2= Yy , y,z€R

elde edilir.

Dolayisiyla

~

5\1 = ()\5)1 Iy (/\d)15 =—1+¢, Ay = ()\5)2 + (>\d)2€ = _14¢

degerleri A dual matrisinin ozdegerleridir. Ayrica

1 x
)3 =2, (zs)3=[1|, (Na)z=1, (za)3= |y
1 z
icin (3.22) esitligi yardimiyla
(xd)3 =|z|, T€& R

elde edilir. Buradan
As=(N)s+ (Na)se =2+¢

degeri A dual matrisinin bir ozdegeridir.

Sonug olarak, her \q € R icin A=—1 + \ge bir karakteristik kok olmasina ragmen,
yalnizca \g = 1 i¢cin ozdegerdir. Bunun yaninda, \ = 2 + ¢ karakteristik kkii de A

matrisinin bir 6zdegeridir.
Ornek 3.4. Asagidaki dual matrisi ele alalum:

A 4
A= © c :AS+AdEED2X2.
5e 2e
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Burada A sifir matrisi, Ay ise

14
A, =

seklindedir. A; matrisinin karakteristik polinomu

As 0
0 As

=\

S

gi(As) = det[ NI — A,] =

olmak iizere, (3.21) esitligi geregince (N\s)1 = (Ns)2 = 0 degeri, Ay matrisinin

cebirsel katlilig1 2 olan bir ozdegeridir ve bu ozdegere karsilik gelen ozvektorler

1 0
aef] enef

seklindedir. Ayrica, (3.12)) esitligi kullanilarak

strastyla

- S AR
det[A(1, )] = Y o N
[A(1, M)] Y .4 d
A A, 0
det[A(2,1)] = = Aoha — 2,
—5 Ag—2

determinantlari elde edilir.
(3.10) esitligi yardimiyla A dual matrisinin karakteristik polinomu

FaN) = X2+ (20,0 — 3),)e (3.23)
olarak bulunur.

(As)1 = (A\s)2 = 0 igin f4(N\) = 0 elde edilir. Dolayistyla Onermemgeregince,
her \q € Ricin A= Mg degeri A dual matrisinin bir karakteristik kokiidiir.

1
0 Aa—1
[O] = [ s ] (3.24)

icin (3.22) esitligi yardimiyla
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elde edilir. Benzer sekilde

icin (3.22) esitligi yardimiyla
0 —4
= (3.25)
0 Ad— 2

Boylece (3.24) ve (3.23) esitliklerinden N\, icin herhangi bir ¢éziim bulunamaz.

Simdi
a 0

oldugunu kabul edelim. Bu durumda (3.21)) esitligi saglanir ve (3.22) esitligi
O p—
0

A ==3. (A2 =6, mn:[‘l], <x5>2=H

elde edilir.

a()\d — 1) —4b
—5a + b(/\d — 2)

seklini alir. Boylece

elde edilir.

Sonuc olarak, A dual matrisinin ozdegerleri

~

5‘1 = ()\5)1 + ()\d)1€ =3z, A = ()\5)2 + ()\d)25 = b¢

olup, (x4)1,(xq)2 € R olmak iizere bu dzdegerlere karsilik gelen dzvektorler

strastyla

X1 = (x5)1 + (z4)16 =

Xo = (xs)a + (24)26 =

seklindedir.

Ayrica, (3.23)) esitliginde verilen karakteristik polinom

FaN) = (A +32)(\ — 6¢)
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seklinde yazilabilir.

Ornek 3.5. Asagidaki dual matrisi ele alalim:
A 1 4e
oe 2

1 4
As: 0 ) Ad: ;
0 2 5 0

seklindedir. As; matrisinin karakteristik polinomu

= AS + Ad€ € ID)QXQ.

Burada

As — 1 0

i(Ag) = det[A\ Iy — ALl =
9,4( ) et[ AL ] 0 A — 2

=N -3\, +2

olmak iizere, (3.21)) esitligi geregince A, matrisinin dzdegerleri (\s); = 1 ve
(Xs)2 = 2 seklindedir. Bu ézdegerlere karsilik gelen dzvektorler sirastyla

1 0
el ol

seklindedir.

(B.12) esitligi kullamilarak

S P
det|A(1,\)] = = AsAg — 2y,
[A(L, A)] 0 M2 d d
~ . A—1 0
det[A(2, )] = = AsAd — Aa
-5 A

determinantlar elde edilir.

(B-10) esitligi yardumiyla A dual matrisinin karakteristik polinomu

~

Fa() = X2 =3 + 2+ (2AAd — 3N\g)e (3.26)

olarak bulunur. (\s); = 1 icin

~

fa(A) = =(Qa)e

olur. Burada ¢ # 0 oldugundan, f A(S\) = 0 esitliginin saglanmasi icin gerek ve

yeter kosul (A\z)1 = 0 olmasidir.
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Benzer sekilde, (\s)s = 2 icin

Fa(0) = (Aa)oe
olup f A(S\) = 0 esitliginin saglanmast icin gerek ve yeter kosul (\;)2 = 0 olmasidir.

Onermegereg“ince, A\ = (As)1 + (Ma)1e = 1 ve Ny = (As)2 + (Ag)2e = 2

degerlerinin A matrisinin karakteristik kikleri oldugu goriiliir. Bu durumda,

icin (3.22) esitligi yardimiyla

(l’d)g = [4] , Y& R
Y

elde edilir.

Sonug olarak, Teorem geregince A matrisinin \y = 1 ve Ay = 2 olmak iizere
iki ozdegeri vardir. x,y € R olmak iizere, bu 6zdegerlere karsilik gelen dzvektorler

strastyla

4e
1+ye

1+ ze
—de

~

X = (56’5)1 + (xd)ls = , Xg = (175)2 + (ZL’d>2€ =

seklindedir.

Ayrica, (3.26) esitliginde verilen karakteristik polinom

fi) =G =1 -2)

seklinde yazilabilir.
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Ornek 3.6. Asagidaki dual matrisi ele alalim:

Burada

1
A= 10

3e

€ 0
1+2¢ 0
0

= As + AdE € ]D3><3.

010
Ag=10 2 0

300
0 0
As—1 0 |=A—4X24+5)\,—2
0 A —2

seklindedir. Bu ozdegerlere karsilik gelen ozvektorler sirastyla

olarak bulunur.

(373)1 =

0
0

) (Is)2

0 0
= 1 ) (375)3 - 0
0 1

(B.12) esitligi kullamilarak asagidaki determinantlar elde edilir:

~ ~

det[A(1, A)]

A —1
0 A—1
0 0
As — 1
0

0
As — 1
0

-3

0

Ad— 2

0
0

As — 1

0

0
As — 2
0
0
Ag — 2
0
0| =
Ad

A2Ag — BAsAa + 2Mg,

= A2 — 3A g+ 20g — 202 4+ 6), — 4,

A2Ag — 20\ + A,
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(3.10) esitligi yardimiyla A matrisinin karakteristik polinomu
FaO0) =23 =402 45X, — 2+ (3M\20g — 8\ A+ 5hg — 202+ 6), —4) e
olarak bulunur.

(A1 = (A2 = Ligin f4(N) = 0 elde edilir. Dolayistyla Onermemgeregince
her (M\g)1 € R icin A o= As)1 + (Aa)1e = 14+ (Ma)ie A dual matrisinin bir
karakteristik kokiidiir.

Benzer sekilde, (\)s = 2 i¢in fi(\) = (A€ elde edilir. Burada ¢ # 0 oldugun-
dan, f A(S\) = 0 egitliginin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul (\g)2 = 0 olmasudur.
Bu durumda, Onerme 3.1 geregince Ay = (\,)3 + (Mg)oe = 2 degeri, A dual ma-

trisinin bir karakteristik kokiidiir.

1 T
(As)l == 17 (xs)l =10 ’ (Ad>1 S Ra (xd)l = |y
0 z
icin (3.22) esitligi yardimiyla
T
(Ad)l = 07 (xd)l = Yy ) z,y S R
-3
elde edilir. Benzer sekilde,
0

e}

icin (3.22) esitligi yardimiyla

0 —1
O = ()\d)l —2
z 0

elde edilir. Bu denklem sistemi tutarsizduir.
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Ayrica (Ag)3 = 2 i¢in

0 T
(1‘3)3 = |0 5 ()\d)Q = 07 (Zlfd)g =Y
1 Z

alindiginda, (3.22) esitligi yardimiyla

(MAa)2 =0, (zq)3= 10|, z€eR

z

elde edilir.

Sonuc olarak, A matrisinin ozdegerleri M=1vel =2 olup, x,y,z € R olmak

iizere bu ozdegerlere karsilik gelen ozvektorler sirastyla

14+ xe 0
X1 = (x5)1 + (Ta)16 = ye ve Xo = (xs)3+ (z4)38 = 0
—3¢e 1+ ze

seklindedir.
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4

HIPERDUAL MATRISLERDE DETERMINANT,
KARAKTERISTIK POLINOM, KARAKTERISTIK
KOK, OZDEGER VE OZVEKTOR TEORISI
UZERINE YENI BIR YAKLASIM

Bu boliimde, hiperdual matrislerde determinant kavramina yonelik yeni bir
yaklagim sunulmaktadir. Oncelikle hiperdual matrislerin determinanti tamimlanacak
ve bu tamimdan hareketle karakteristik polinom ile karakteristik kok kavramlar
ele alinacaktir. Daha sonra karakteristik kokler ile 6zdegerler arasindaki iligki
incelenecek; son olarak hiperdual matrislerin 6zvektorlerinin elde edilebilmesi i¢in

gerekli sartlar verilecektir.

4.1 Hiperdual Matrislerin Determinanti

Bu alt boliimde, hiperdual matrislerin determinantina yonelik yeni bir yaklagim

sunulmaktadir.

Teorem [2.9] geregince, HID hiperdual sayilar kiimesi, iizerinde tanimlanan toplama
ve carpma islemleriyle birlikte birimli ve degismeli bir halkadir.  Ayrica
Teorem geregince, HID" hiperdual vektorler kiimesi, HID hiperdual sayilar
halkasi iizerinde bir modiil yapisina sahiptir. Bu nedenle, Tamm [3.3] X' = HD
alinarak hiperdual matrisler i¢in ifade edilebilir. Buna gére, A = [a;;] € HD"*"

hiperdual matrisinin determinant1 agsagidaki sekilde tanimlanir:

Tanmm 4.1. det : HD"*" — HD olmak iizere, A = (a;;) € HD"*" hiperdual

matrisinin determinanti

det[A] = Z (_1)T(j1,j2 ..... jn)a1j1a2j2 e,
(j17j2 ~~~~~ ]n)
seklinde ifade edilir. Burada toplam n! terimden olusmakta olup, (ji,72,---,Jn)
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dizisi a;; elemanlarmin siitun indislerinin tiim permiitasyonlar: lizerinden alinir.
Ayrica 7(j1,J2, -+, Jn)s (J1,J2,---,7n) permitasyonundaki inversion sayisini

gostermektedir.

Teorem 4.1. A = A, + Ay e + Ag,e* + Ag,ee* = D + D'e* € HID™*" hiperdual
matrisi verilsin. Ay = (a;j)s, Aa, = (@i)ar, Ady = (@ij)dy, Ads = (aij)as € R™"

ve D = (di;), D' = (dj;) € D"*" olmak iizere A hiperdual matrisinin determinant:
det[A] = det[A,] + (Z det[D(i)]) >
i=1

' (Z det[A(i)s]> &+ (Z det[A<i)(j)]>

ij=1

4.1)

seklindedir. Burada D(i) matrisi, As matrisinin i. satirt yerine Ay, matrisinin i.
satirmin yazilmastyla; A(i)s matrisi, A; matrisinin i. satirt yerine Ay, matrisinin
i. satirimin yazilmastyla elde edilir. Ayrica A(i)(j) matrisi, 1 = j durumunda A
matrisinin i. satirt yerine Aq, matrisinin i. satirimun yazilmastyla; i # j durumunda
ise As matrisinin i. satirt yerine Ay, matrisinin i. satirinin ve j. satirt yerine Ag,
matrisinin j. satirvun yazilmasiyla elde edilir. Bu matrisler actk olarak asagidaki

bicimde verilir:

(all)s (a12)5 e (aln)s
(az?ll)s (ai712)s T (azeln)s
D@) = (ail)dl (ai2)d1 (am)dl )
(ai—i-ll)s (ai+12)s T (ai+1n)s
| (an1)s  (an2)s (@nn)s |
[ (ann)s  (an2)s (a1n)s |
(aifll)s (ai712)s T (aifln)s
A(i)s = (Gn)dQ (ai2)d2 T (ain)dg )
(ai—i—ll)s (ai+12)s T (ai+1n)s
L (a'nl)s (anQ)s (ann)
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1 = j durumunda

(an)s (G12)s (aln)s
(ai—ll)s (ai—12)s (ai—ln)s
A@)(]) = (aﬂ)dg (ai2)d3 (ain>d3 )
(@iv11)s (ai+12)s (ai+1n)s
| (an1)s (an2)s (@nn)s |

t # 7 durumunda, genelligi bozmadan i < j kabul edilirse,

(all)s (a12)5 (a1n>s
(Cli—n)s (%‘—12)5 (ai—ln)s
(aﬂ)dg (aiz)dQ (am)d2
(aiJrll)s (ai+12)s (ai+1n)s
A() () = :
(aj—11)s (aj-12)s (@j-1n)s
(aj)a,  (aj2)a, (@jn)dy
(ajr11)s  (ajt12)s (@jt1n)s
L (an1)s (an2)s (@nn)s i

Ispat. A= A, + Ag e+ Ag,e* + Ag,ec* € HID™ " olsun. (2.29) esitligi geregince
A matrisi
A=D+ D¢

biciminde yazilabilir. Burada
D= (dl]) = A+ Ad157 D' = (d;]) = AdQ + Ad3€

birer dual matristir. Teorem [3.2| geregince A hiperdual matrisinin determinanti

det[A] = det[D] + (i det[A(i)]) e 4.2)
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seklinde ifade edilir. Burada ¢ = 1,2, ..., n olmak tizere A (i) matrisi

din -+ dyg-n dy; diyry 0 din
di—iyn - da—ya-1 di—1i da—)a+n 0 di—n

Ai) = diy T d;(i—l) di; d; i+1) T i,
diyyr - dasne-1 darne dasnesy 0 darnn
L dnl to dn(i—l) dm dn(i—i—l) te dnn i

bicimindedir. Bu matris, D matrisinin ¢. satirinin D’ matrisinin . satir1 ile

degistirilmesiyle elde edilir. Ayrica A(i) € D"*™ oldugundan, A(7) matrisi
A(i) = A(i)s + A(i)qe

biciminde yazilabilir. Buna gére (3.2)) esitligi kullanilarak

det[D] = det[A (Z det[D ) (4.3)

elde edilir. Benzer sekilde
det[A(7)] = det[A(i)s + A(i)qe] = det[A (Z det[A ) e (44)
seklinde yazilir. Burada det[D(i)] ifadesi (3.3) esitligi kullanilarak hesaplanir.

Ayrica A(7)(j) matrisi, A(i)s matrisinin j. satirinin A(i)4 matrisinin j. satir ile
degistirilmesiyle elde edilir.

Son olarak, (@.3) ve (4.4) ifadeleri (4.2) esitliginde yerine yazilirsa

det[A] = det[A (Z det[D )

(Z det[A ) e + (; det[A )

elde edilir. [ |

59



Sonug 4.1. (4.1) esitligi

det[A] = det[A,] + (i det[A(i)]) €+ (Zn: det[A#(z')]) Gl

+ zn:det[A##(i)] + zn: det[A### (i) ()] | e=*
i=1 Z;J;é:jl

4.5)

seklinde ifade edilebilir. Burada, i,7 = 1,2,...,n olmak iizere, A(i), A% (i) ve
A## (i) matrisleri ile i # j durumunda A¥##(i)(j) matrisi asagidaki sekilde

tamimlanir:

((111)5

A(@) = (ail)d1

(anl)s

(an)s

A* (@) = (ail)dg

(anl)s

(all)s

AP# (l) = (ail)dg

(
(A*F7(i)(7)), = q (Aa)r,
(

Burada (A*##(i)(5)) , A#*##(i)(j) matrisinin r. sanrun gostermektedir.
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(aifll)s

(ai—l—ll)s

(ai—ll)s

(ai+11)s

(ai—ll)s

(ai+1l>s

(alz)s

(aifl2)s

(aiQ)dl

(ai+12)s

(anQ)s

(a12)s

(az’—12)s

(G¢2)d2

(ai+12)s

(an2)s

(a12)s

(%‘—12)5

(@i2)ds

(ai+12)s

r=7J

r¢{i g}

<a1n>s

(aifln)s
(ain)dl

(ai—i— ln)s

(Ann)s

<a1n>s

(ai— ln)s
(&in)dQ

(a'i—i—ln)s

(Ann)s

<a1n>s

(ai—ln)s
(ain)ds

(a'i—i- ln)s

(@nn)s ]

(4.6)

4.7)

(4.8)

4.9)



Ispat. ([2.8) esitligi dual matris baglaminda (2.14) esitligi ile ele alimmustir [17]. Bu
yaklagimdan hareketle, (2.24)) esitligi A = A + Ag,e + Ag,e* + Ag,ec™ hiperdual

matrisi i¢cin asagidaki sekilde yazilabilir:
f(A) = f(As+ Age + Ag,e™ + Agyee™)

= J(As) + Da,, f(As)e + Da,, f(As)e” (4.10)
+ (Dag, f(A) + Day, (Dag, f) (As)) e

Burada Dy, f(As), f fonksiyonunun A noktasinda Ay, yoniindeki yonlii tiirevini

gostermekte olup (2.15) esitliginde tamimlanmustir.  Ayrica D, (DA 0" JE (As)

terimi, Dy, f fonksiyonunun A noktasinda Ay, yoniindeki yonli tiirevini | ifade

etmektedir. (2.16) ve (4.12)) esitlikleri vasitasiyla (4.10) esitligi

f(A) - f(As> +1z (vf(As)TAch) €+1z (Vf(As)TAdQ) er

. (iz (Vf(A)T Ag) + iz ((VAS iz <vf(As)TAd1))TAd2>> - (4.13)

seklinde elde edilir. (4.13) esitliginde f = det alindiginda

det[A] = det[A4]
+iz (Vdet[A,]" Ay, ) €
+ iz (Vdet[A,] " Ay, ) (4.14)
+ (iz (V det[A,] " Ag,)
+iz ((VAS iz (V det[AS]TAdl))T Ad2>> ge*

elde edilir. Buna gore, (2.15]) ve (@.11) esitlikleri yardimiyla

iz (Vdet[A;]" Ag,) = %det [As + tA4]|

i (V det[A4)T Ay,) = %det[As +iALl|

I g : RF*! 5 R™X7 iki kez diferansiyellenebilir bir matris fonksiyonu ve X,Y € R¥*! olmak
iizere, g fonksiyonunun X noktasinda Y yoniindeki ikinci mertebeden yonlil tiirevi

2

D%g(X) X +tY)] eR™™" (4.11)

= ——g(
dt2 t=0

seklinde tanimlanir [75]. Ozel olarak, g : R¥*! — R ise (2.16)) esitligi kullanilarak
D2g(X) =iz (VX iz (Vg(X)TY) " Y) — iz (VxDyg(X)TY) (4.12)

seklinde ifade edilir [75].

61



i2(V det[ AT Ag) = - det[A, + tAq]

dt 0
. . T T 2
iz ((vAS iz (V det[A,]T Ay)) AdQ) = 5o dotl A, + tAq +udy) o
yazilabilir. Dolayisiyla (4.14)) esitligi
d
det[A] = det[A,] + <— det[A; +tAq ] > £
dt t=0
d *
+ (E det[A; + tAg] ) £
=0 (4.15)

d
+ (E det[As + tAg,]

2

ou 0t

t=0

+

det[As + tAq + uAg,]

) ee*
t=u=0

formunu alir. A,, Ay, A4, ve Ay, matrislerinin 4. satirlart sirasiyla (as);, (@, )i

(ag,); ve (aqy); olmak iizere

seklinde yazilir. Tanim [3.3] geregince, determinant fonksiyonu n-lineer oldugundan

det[A, +tAy] = det((as)l, (as)2, - -, (as)n)
+ tdet((adl)l, (as)ay-- -, (as)n)
+ tdet((as)l, (g, )2y -y (as)n)
4.

+ tdet((as)1, (as)2, - - ., (ag,)n) + O(t?)

elde edilir. Boylece

d
% det [As + tAdl]

t=

= det[A(i)]
0 =1
olur. Burada A(7) matrisi (#.0)) esitliginde verilmistir. Benzer sekilde,

d
% det [As + tAd2]

= Z det[A# (i)]
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veE

d
% det [AS + tAdg]

- Z det[A## (1))

elde edilir. Burada A% (i) ve A¥# (i) matrisleri sirastyla (.7) ve (4.8) esitliklerinde
verilmistir. Diger taraftan

t=

(as)1 + t(ag, )1 + u(ag, )1

as)2 + tlagq, )2 + ulaq,
Ag+tAg +uly, = (:)z +#aa,)2 (a2y)2

(as)n +t(ag,)n + u(@dy)n

seklindedir. Tanim [3.3| geregince, determinant fonksiyonu n-lineer oldugundan

det[A, + tAq, + udy,] = det((as)1, (as)2, - - ., (as)n)

+ tdet((adl)l, (as)ay - -, (as)n)
+ tdet((as)1, (aa, )2, - -, (as)n)
4.

+ tdet((as)l, (as)2, - -, (adl)n)
+ uwdet((ag,)1, (as)2, - - - (as)n)
+ wdet((as)1, (ad,)2, - - - (as)n)
4.

+ udet((as)l, (as)2, .-, (adQ)n)

+ tu det((adQ)l, (ag,)2, (as)s, - -, (as)n)
+ tu det((adl)l, (agy)2, (as)s, - -, (as)n)

4.
+ tudet((as)1, - - -, (@dy)n-1, (@a, )n)
+ tu det((as)l (ady )n—1, (adz)n)
+ O(t?, u?)

elde edilir. Burada O(t? u?), en az iki satirin A, matrisinin satirlarindan veya
en az iki satirln A, matrisinin satirlarindan se¢ildigi terimlerin toplamini ifade

etmektedir.
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Boylece

2

ou ot

det[As + tAq + uAy,)

t=u=0

= det((adQ)l, (agy )2, (as)s3, - - .

—+ det((adl)l, (ad2)2, (as)g, .

_|_ PN
+ det((as)1, - - -, (ady)n—1, (@d, )n)
+ det((as)l, ooy (@ay)n—1, (adz)n)
olur. Dolayisiyla,
o -
_ #HHH (5 (4
T det [AS + tAdl + uAdQ] o = Z det[A (2)(j)]

seklinde yazilabilir. Burada A### (4)(j) matrisi (#.9) esitliginde verilmistir. Bu
ifadeler (4.13) esitliginde yerine yazildiginda

det[A] = det[A;] + (i det[A(z')}) e+ (

+ Z det[AT#
i=1

elde edilir.

Ornek 4.1. Asagidaki hiperdual matrisi ele alalim:

1+ ee*
A= €
8*
Burada
1 00
AS = O 1 O ) Adl -
0 0 1
D=
seklindedir.

ij=1
i#j

1+e* +eer

€
0 14+e+4ee*
’ Ad2
0
0o |, D
14¢
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Teorem . 1| kullanilarak asagidaki determinantlar elde edilir:

1
det[D(1)] =10 1 0| =0,
0 0
det[A(1)(3)] =10 1 0] =0,
1 0
det[D2)] =1 0 0| =0,
0 1
det[A(2)(1)]=1]0 1 0] =0,
0 0
det[DB3)] =10 1 0| =1,
0 0
det[A(2)(2)] =0 1 0] =1,
0 0
det[A(1),] =10 1 0| =0,
0 10
det[A(2)3)]=1]0 1 0| =1,
0 0 0
det[A(2),] =10 1 0| =1,
0 0 1
det[A(3)(1)] =0 1 0| =0,
0 10
det[A(3),] =10 1 0| =0,
0 1
det[A(3)(2)] =[1 0 0| =0,
0 1
det[A(1)()] =0 1 0| =1,
0 0
det[A(3)(3)] =10 1 0] =1.
0 0
det[A(1)(2)] =|1 0 0/ =0
0

Boylece det[Ag] = 1 olmak iizere, elde edilen determinantlar (4.1)) esitliginde yer-
ine yazildiginda
det[A] =14 ¢ +&* + dee”

bulunur. Bu sonug, {@.3) esitligi yardumiyla elde edilen determinant degeriyle

aynidrr.
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Benzer sekilde, A hiperdual matrisinin determinantt @.14) esitligi yardimiyla da
hesaplanabilir. Gergekten, A, = [(a;;)s] € R**3 olmak iizere, Tanim [3.3| geregince

A, matrisinin determinantt

det[A,] = (an), ((az2)s(ass) — (a29), (az2),
- (a12>s(<a21>s(a33)s - (a/23)s(a31)s>
+ (a13)s((a21)s(a32)8 - (a22)s(a31)s>

seklindedir. 2.17) esitligi kullamilarak, determinant fonksiyonunun A, degiskenine

gore gradyani

[0 det[As] Odet[As] Odet[Aq]]
a<a11)5 a<a12)s a(ali‘))s
Odet[As] Odet[A;] Odet[As]
a<a21)s 8<a22)s 8(6123)5
Odet[As] Odet[As] Odet[Ay]
L a<a31)s 8(a32)s 8(6133)3 i

V det[4,] =

seklinde yazilir. Buna gore,

f0det[A;] Odet[As] Odet[Aq]]
5(6@1)5 a(all)s a(6131)3
Odet[As] Odet[As] Odet[Ay]
a(a22>s a(a12>s a(a32)s
Odet[As] Odet[As] Odet[Ay]
B 3(6123)5 (9(@13)5 3((133)5 i

V det [AS]TAdl

—(alz)s(azss)s + (a13)s<a32)s (a22)s(a33)s - (G23)s(032)s (a12)5(a23)s - (a13)s(a22)s
= | (a11)s(ass)s — (a13)s(as1)s  —(ao1)s(ass)s + (azs)s(asi)s —(a11)s(azs)s + (ai3)s(agn)s

—(a11)5(032)s + (a12)s<a31)s (a21)s(a32)s - (G22)3(031)s (6111)3(@22)5 - (a12)s(a21)s

elde edilir. Dolayisiyla,

1z (V det[AS]TAdl) = —(a12)s(ass)s + (a13)s(asz)s
— (ag1)s(ass)s + (a3)s(as)s (4.16)
+ (all)s(a22)s - (alZ)s(GQl)s

olup burada A, = I3 oldugundan,

iz (Vdet[Ay]T4q) =1
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elde edilir. Benzer sekilde,
iz (Vdet[A,] T Ag,) = 1

ve
iz (V det[A;]" Ag,) =

elde edilir.

(2.17) esitligi kullamlarak, G.10) esitliginin A, degiskenine gire gradyani

(a22)s _(a33>s - (G2l)s (Cl32)s
Va, iz (V det[AS]TAdl) = | —(ass)s — (@12)s (a11)s (as1)s
(a23)5 (als)s —(a21)s - (a12)s

seklinde yazilir. Ay = I3 degeri yerine yazildiginda

1 -1 0
Va, iz (Vdet[A]TAy) = | -1
0 0

elde edilir. Buna gore,
i (V. iz (V det[A,] A4,)) T Ag, ) =1
olur. Sonug olarak, (4.14)) esitliginden
det/A] = 1+4¢e + " + 4ec”

seklinde aynit sonuca ulagsilir.

Sonug 4.2. A = A, + Ay e + Age* + Agee € HD™ " olsun. det[A,] # 0 ise, A
hiperdual matrisinin determinanti
det[A] = det[AS]( +iz (A AY) & + iz (Ag A7) &
+ (i (A A7) + 2 (A0, ALY 12 (A, AL

— iz (Ag, A A, A >55 )

seklinde ifade edililjﬂ

A = D + D’e* € HD™ " hiperdual matrisinin determinanti, D dual matrisinin terslenebilir
olmas1 durumunda

det[A] = det[D] (1 + iz(D~'D’) e*)
esitligi yardimiyla da hesaplanabilir [66].
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4.2 Hiperdual Matrislerin Karakteristik Polinomu

Bu alt boliimde, hiperdual matrisler i¢in karakteristik polinom ve karakteristik kok

kavramlar tanitilmaktadir.
Tanim 4.2.

A=A+ Ag e+ Age* + Ag,ee® =D + D'e* € HD™",
A= Xg+ Ag,€ + Ae™ + Aggee” = A+ Ner € HD

olmak {iizere, A hiperdual matrisinin karakteristik polinomu
fa(A) = det[AT, — A] (4.17)

seklinde tanimlamir. Burada fa(A) = 0 kosulunu saglayan A € HD hiperdual
sayisina A hiperdual matrisinin karakteristik kokii denir.

Teorem 4.2. A = A, + Ay e + Age* + Ag,ee* = D 4+ D'er € HD™" olsun.
A = As + Agye + A& + Agyee® = A+ Ner € HD olmak iizere A hiperdual

matrisinin karakteristik polinomu

Fa(A) = det[\ I, — A,] + (Zn: det[D(i, A)]) £

n n (4.18)
+ (Z det[A(i, A)s]> £ + (Z det[A(i, A)(j)]) ee*
i=1 ij=1
seklindedir. Karakteristik polinom ifadesinde yer alan matrisler, 1,7 = 1,2,....n

olmak iizere, asagida verilmigtir. Ayrica g(z, A)(j) matrisi, i = j ve i # j durum-

larina gore ayrt bigcimde tanimlanir:

A= (an)e - —(aw)s 0 —(aw)s

D(i,\) = —(az:ﬂ)d1 Adl—:(au)dl —(ain)a, |, (419
(a:nl)s —(c;m)s As = '(ann)s_
As — (a11)s —(a1)s —(a1n)s

A(i, A), —(a:u)@ iz = (a5)a ~(@in)a, |, (420)
S A,
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1 = j durumunda

)\s - (all)s e _<a1i>s e _(aln)s
Av(i> A) (j) = _(ail)ds e /\ds - (a’ii)d?, U _(a’in>d3 ) (4'21)
i _(anl)s e _(am’)s ce )\S — (ann)s_

i # 7 durumunda, genelligi bozmadan i < j kabul edilirse,

_/\s - (an)s s _(ali)s ce —((llj)s T _(aln)s
N —(an)a, 0 A= (@a)ay 0 —(a)e, 0 —(@i)a
AL, M) () = : : : : (4.22)
—(@j)a, - —(@a o A —(a)a 0 —(@n)a
L _(anl)s ° _(ani)s te _(anj)s U As - (ann)s_

seklindedir.

Ispat. A =D + D'e* € HID"*" hiperdual matrisi ve A € HD olsun. Burada
D= (d”) = AS + Ad18, D, = (d;]) = Ad2 + Ad3€

seklindedir. (3.2)) ve (3.10)) esitliklerinden A matrisinin karakteristik polinomu

i=1

Ja(A) = det[Al,, — D] + (i det[A (i, A)]) o

seklinde yazilabilir. Burada, heri = 1,2,..., nicin K(z, A) matrisi

A—dy - —dy e —dy ]
AG AN =| ~dy - N-d, - —d, 4.23)
L _dnl e _dnz e )\ - dnn_

bicimindedir. (3.12)) esitliginden

~ o

det[D(i, )] = Ag, det[AL,,—1 — (Asi)s] + det[A(7)]
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oldugu aciktir. Ayrica, Teorem geregince, A(i, A) € D™ icin

A(i,A) = A(i, N, + A(i, N)ge
olup @IB) esitligi elde edilir. Burada A(i, A)(j) matrisi, A(i, A), matrisinin j.
satirinin A (7, A)4 matrisinin j. satir1 ile degistirilmesiyle elde edilen matristir. W

Teorem 4.3. A = A, + Ay e + Ag,e* + Ag,ee* = D + D'e* € HD™™" hiperdual
matris olsun. Eger Ny € R, A, reel matrisinin cebirsel kathilhigi k = 1 olan bir

ozdegeriise, A = \g + A\g € + Agy€* + Aaye€* sayisindaki Ny, , Mg, , N, katsayilart

. T(/\S)
)\dl — AA )\S) bl
7'(As)
)\ = — ’
AN
N — ") A I+ T
- An(Ny)

seklinde tek tiirlii belirlenir. Bu durumda A € HD, A hiperdual matrisinin karak-
teristik kokiidiir. Eger \s € R, A, reel matrisinin cebirsel kathhigr k > 2 olan
bir ozdegeri ise, A = A\ + \g, € + A\g,€* + Aag,e€* sayist A matrisinin karakteristik
kokiidiir.

Ispat. @I8) esitliginde yer alan det[D(i, )], det[A(i,A),] ve det[A(i,A)(j)]
determinantlari, (3.12) esitligi kullanilarak asagidaki sekilde yazilir:

~ o

det[D (i, \)] = Aq, det[ ATt — (Ai)s] + det[A(D)], (4.24)
det[A(i, A)y] = A, det[ ATy — (Aii)s] + det[A%(3)], (4.25)
det[g(z’, NG = Ay det[ A1 — (Ayi)s] + det[A##(Ma =7, (4.26)

Aay det[(A###(0) (7)) 35] + det[AF##(0) (7)), i # J.

Burada A;;, A, matrisinden ¢. satir ve . siitunun silinmesiyle elde edilen alt
matristir. Ayrica A(i), A#(i) ve A##(i) matrisleri (3.13) esitligi kullanilarak
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sirastyla asagidaki sekilde tanimlanir:

A= (a)s o —(aw)s o+ —(aw),
AG) - %@m~f+®mﬂ |
:4@x~:%®sﬂxr@¢

A= (an)s - =@y - —(aw),
0= | s e s |-
:4@x~:4m3ﬂxr@%

A= (an)y - —(@)s o —(aw),

A6 = | (@), o e e (e
| ) o (e A= (o)

Ayrica A###(i)(j) matrisinin r. satirt (A### (i) (j )), ile gosterilmek iizere,

<>\d2[n — Adg)’l’) r = i,
(A###@)(‘]))r - _(Adl)r7 r=7,
Al — Ag)r, 1T ¢4i,j}

seklinde tamimlamr. Burada (fl###(i)(j))jj matrisi, A###({)(j) matrisinden j.

satir ve j. siitunun silinmesiyle elde edilen alt matrisi gostermektedir.
([4.18) esitliginde fa(A) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
(det[\,],, — A,] =0
>~ det[D(i, V)]
i=1
S det[A(i, A),] = 0,
i=1

S det[A(i, A)(j)] = 0

\i,j=1

0,
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olmasidir. Buna gore (¢.24)), .25)) ve (4.26)) esitliklerinden

(det[\, I, — A,] =0,

Aa, > det[\Tnoy — (Ai)s] + Z det[A(i)] =

=1

Ad, Zn: det[ NIy — (Asi)s] + Zn: det[A#(i)] = 0,

~ g (4.27)
Aay > det[A L,y — (Ay)] + ) det[A##(3)]
i=1 i=1
A D det| (AFFEG) () |+ D det[AFF# (i) ()] = 0
i,j=1 i,j=1
\ i#] i#]

elde edilir. Gosterimi sadelestirmek amaciyla
ga(As) = det[A I, — A, Aa(Ag) =) det[A T, — (Ai)]

seklinde alinirsa ile verilen esitlikler asagidaki bi¢imde yazilabilir:

(

ga(As) =0,
AdlAA(AS) T(As) =0, (4.28)
Ap(As) +7'(As) =0,
Aa(As) +7"(As) + A, IV +T'= 0.

Burada

seklindedir. Boylece ispat tamamlanr. [
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4.3 Hiperdual Matrislerin Ozdeger ve Ozvektorleri

Bu alt boliimde, hiperdual matrislerin 6zdeger ve 6zvektor yapisi incelenecektir. Bu
amacla, hiperdual matrisler i¢in verilen karakteristik polinom tanimindan hareketle
karakteristik kokler ele alinacak ve bu koklerin hangi kosullar altinda 6zde8er
oldugu belirlenecektir. Ayrica, karsilik gelen 6zvektorlerin elde edilmesine iligkin

temel kosullar ortaya konulacaktir.

Tanim 4.3. A € HD"*" ve X € HD", X # 0 olsun.
AX = AX (4.29)

esitligini saglayan A € HID degerine A matrisinin 6zdegeri, X vektoriine ise bu

ozdegere karsilik gelen 6zvektor denilﬂ

Teorem 4.4. A = A+ Ay e+ Ag,e* + Ag,ee* € HD™" hiperdual matrisi verilsin.
As, As € R™ ™ matrisinin dzdegeri ve bu ozdegere karsilik gelen ozvektor x5 # 0
ise

Axs = AoZs (4.30)
egitligﬂ saglamir. Bu durumda A = \g + Ay € + N\g,e* + Ag,ee™ € HD degerinin
A hiperdual matrisinin bir ozdegeri ve bu ozdegere karsilik gelen Ozvektoriin
X = x5+ Tg,€ + xgye* + xg,ee* € HD" olmasi igin asagidaki esitlikler saglan-

malidir:
(As - As]-n)l’ch - ()\dlln - Adl)xsa

(AS — /\S]n).fli'dQ = ()\dgjn — AdQ){L'S, (431)
(AS — )\SIn)$d3 = ()\d3-[n — Ads)l’s + ()\d2[n — Adz)xdl + ()\dljn — Ad1)$d2.

Ispat.
A=A+ Ay e+ Age* + Ag,ee™ € HD™ ™,

A=A+ A e+ Agpe™ + Ng,ee™ € HD,
X=xs+ x4, + Tgp£* + x4,6c* € HD"

olsun. Bu ifadeler (4.29) esitliginde verilen AX = AX denkleminde yerine yazilirsa

(As + Ag e + Ag,e™ + Agzee”™) (x5 + Tgy € + Taye™ + xg56e™)
= (As + Mg, € + Aap&™ + Agzee™) (x5 + g6 + T4,6" + Tgye™)

3Lineer cebirdeki klasik 6zdeger ve 6zvektor taniminin hiperdual matrisler i¢in karsilig1 [[66]
kaynaginda verilmisgtir.

4AS reel matrisi, hem dual matrisin hem de hiperdual matrisin standart kismin temsil ettiginden,
(B.21)) ve ayni esitligi vermektedir.

73



elde edilir. (2.19) esitlikleri kullanilarak

Ass — Asizs

+(Ag, x5 — Mgy Ts + AsTg, — Asq, )€

H(AgTs — Ay Ts + Ay, — AsTg, )X

H(AgsTs — Az Ts + AdyTa, — Ay Tay + AdyTay — Ay Tay + AsTas — ATy, )EE
=0

elde edilir. Boylece (4.30) ve (4.31) esitlikleri elde edilmis olur. |
Teorem 4.5. A = A+ Ay e+ Ag,e* + Ag,ee* € HD™" hiperdual matrisi verilsin.
A hiperdual matrisinin dzdegerleri, A hiperdual matrisinin karakteristik kokleridir.
Bu teoremin karsiti dogru olmak zorunda degildir:

Ornek 4.2. Asagidaki hiperdual matrisi ele alalim:

2 s 1+e&* &4ee* c D2,
e4+ec* 1+¢*
Burada
10 0 1] (1 0] 0 1
A8 . Ay = Ay = Ay =
[0 1] ! 0 =" 1y = 0]
D 1 ¢ ’ D — 1 ¢
_6 - _6 -
seklindedir.

(4.30) esitliginden, As matrisinin dzdegeri (\s)1 = (\s)2 = 1 olarak elde edilir. Bu

ozdegere karsilik gelen ozvektorler ise

seklindedir.
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@.24), @23) ve [@.26) esitliklerinden asagidaki determinantlar elde edilir:

det[D(1,\)] =

det[D(2,\)] =

det[A(1,A),] =

det[A(2,A),] =

det[A(1,A)(1)] =

det[A(1,A)(2)] =

det[A(2, A)(1)] =

det[A(2,A)(2)] =

(4.18)) esitliginden A hiperdual matrisinin karakteristik polinomu

Ad -1
! = AsAg; — Ay
0 -1 B
A—1 0

= AsAd; — Ady
1 g
Ag, — 1 0
2 = MAg, — Mg, —
0 -1 o
A — 1 0

:)\S)\dz_)\dz_

0 gy —
Ny —1

= AsAds — Adas
0 &—1‘ S
My —1 0

:)‘1)‘2_)‘17
1A di1Ad d
N, -1

:)‘1)‘2_)‘17
0 Mgy —1 di1Ad d
As—1 0

= A Ads — Ads-
=y A N

fA(A) = )\g — 22+ 1+ (2)\3)\011 — 2)\d1)5
-+ (2)\5)\d2 —2A — 2)\d2 —+ 2)8*
+ (2)\5)\d3 — 2)\d3 + 2)\d1 )\d2 — 2)\[11)88*

seklinde elde edilir.

As = Lligin

Sa(A) = (2Aq; A, — 20, )™

A + 1,

)\s+17

(4.32)

elde edilir. Dolayisiyla fa(A) = 0 olmast igin gerek ve yeter kosul Mg, (Ag, —1) = 0

esitliginin saglanmasidir.

Eger \q, € Rve \g, = 1 ise TeoremH.3| geregince

A=1+ e+ + Agsee™
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degeri A matrisinin karakteristik kokiidiir.

a xdl 1 IdQ 1 xd&l
Ty = ) QJdl == ) de == ) xdg - :
b xdl’z xd2,2 xd3,2

alinsin. Teoremd.4| geregince
O —_—
0

esitligi elde edilir. Bu egitlikten asagidaki iki durum elde edilir:

-

secilebilir. Teorem[d.4] geregince
1
)\dl = 17 )\d3 = 17 Ldy = 1

a)\dl —b
—a + b/\d1

(1) a = b olmast durumunda

elde edilir. Dolayistyla
A=1+e+e " +ec”

degeri A matrisinin bir ozdegeridir. Bu ozdegere karsilik gelen ozvektor ise

J— * *
X = + xg,6 + €° + zg4.e€

seklindedir.

(i) a = —b olmast durumunda

elde edilir. Dolayistyla

A=1—c+e&" —ee”
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degeri A matrisinin bir 6zdegeridir. Bu ozdegere karsilik gelen ozvektor ise

— * *
X = + Tgq,€ + €" + rgee

seklindedir.

Her iki durumda da x4, 4, € R? keyfi vektorlerdir.

Sonug olarak, A matrisinin her \g,, A\g, € Ricin A = 1 + A\gje + € + Ag,ee”

biciminde sonsuz sayida karakteristik kokii olmasina ragmen, A matrisinin yalnizca
A=1+e+e"+ee® ve A=1—ec+¢e" —ec”
seklinde iki farkli 6zdegeri vardir.
Ayrica, (4.32) esitliginde verilen A matrisinin karakteristik polinomu
falA)=(A—1—e—e"—ee")(A— 14— +ec)
seklinde yazilabilir.

Dikkat edilirse, Ornek [4.2]igin \s, = 0 ve Az, € R alindiginda Az, (Ag, — 1) = 0
esitligi saglanir; ancak bu durumda 6zdeger elde edilememektedir.

Ornek 4.3. Asagidaki hiperdual matrisi ele alalim:

A= | 1T LT Cppee,
g+ee* 1+¢&*
Burada
11 (0 0] (1 1] 00
s — 9 A1_ 9 AQZ 9 A -
[0 1] ! =710 1 = o]
1 1] o1 1]
D: y D e
e 1 e 1
seklindedir.

(4.30) egitliginden, As matrisinin dzdegeri \s = 1 olarak elde edilir. Bu dzdegere

-
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seklindedir.

@.24), (.25) ve (@.26)) esitliklerinden asagidaki determinantlar hesaplanir:

~ Ad 0
det[D(1,\)] = |"@ — A — A
e [ ( )] 0 A—1 dq dq
- A—1 —1
det[D(2,/\)] = 1 A\ = /\s)\dl — )\d1 — 1,
_ &
~ Mg, — 1 —1
det[A(l,A)s] = d20 A1 = ASAd2 - )‘s - )\d2 + 17
- A—1 -1
det[A(Q, A)S] = 0 A\ 1 = /\s/\d2 — /\s — >\d2 + 1,
do —
~ Ad. 0
det[A(1, A)(1)] = | W ARV
[ ( )( )] 0 A -1 ds3 ds3
~ A, — 1 —1
det[A(1,A)(2)] = | L | T AeAe = e - L
_ &
~ Ad 0
det[A(2, A)(1)] = |4 = A Ad — A
[ ( )( )] 0 >\d2 4 dy N\dg dy
4 Ae—1 —1
det[A(Q,A)(Q)] = 1 A — /\s)\dg — )\d3 —1.
_l ds

(4.18) esitliginden A hiperdual matrisinin karakteristik polinomu

Fa(A) = A2 = 2X0 + 1+ (200, — 20y, — 1)e
+ (2)\5)\d2 — 2/\5 — 2/\d2 + 2)5*
+ (2)\3)\d3 — 2/\d3 + 2>\d1 >\d2 — 2)\d1 — 2)66*

seklinde elde edilir.

As = ligin
fA(A) = —c+ (2>\d1/\d2 — 2)\(11 — 2)88* 75 0

elde edilir Bu nedenle A matrisinin karakteristik kokii yoktur. Dolayistyla Teo-

rem .5 geregince A hiperdual matrisinin ozdegeri de yoktur.

Ornek 4.4. Asagidaki hiperdual matrisi ele alalim:

3—2 1+ 2 —2e* —ee*
A € + 2¢ 15 €e EH]D)QXQ.
1+ 2 + 2e* + ee* 3+ 2¢
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Burada

31 -2 2 0 -2 0 —1
AS: ) A = ) A = Y A = Y
13 o [2 2] - [2 o] o [1 0]
D— 3—2 1+ 2¢ D= 0 -2-¢
14+2 3+2 2+¢ 0
seklindedir.

(4.30) esitliginden, A, matrisinin ézdegerleri (\s)1 = 2 ve (Ag)2 = 4 olarak elde
edilir. Bu ozdegerlere karsilik gelen ozvektorler ise sirastyla

-1 1
anl el

(4.24), [@d.23) ve (@.20)) esitlikleri kullanilarak asagidaki determinantlar elde edilir:

seklindedir.

det[D(1,\)] = Adl_Jlr : A__Q o = AAa =3 20 =6 -2,
det[D(2,\)] = AS_; y Adi o| = AAa = 22 = Bhy +6 2
det[A(1,A),] = A_dl ASQ_ o = A = BAa 2,
det[A(2,A),] = As_; ’ A_dl = Mg, — 3Ag, — 2,
det[A(1, A)(1)] = A_dl , 1_3 A — 3 £ 1,
det[A(1, A)(2)] = A_dQ Adlz— | = A = 20 4,
det[A(2, A)(1)] = Adl_‘f A_j = Ay Ady + 2)Na, — 4,
)
det[A(2, A)(2)] = AS__l k A_dl = A, — 3Ag, — 1.
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(4.18) esitliginden A matrisinin karakteristik polinomu

Fa(A) = 22— 6X + 8+ (20 Ny, — 6Ag, — 4)e
+ (2A Mg, — 6Ag,)e (4.33)
-+ (2)\5)\d3 + 2/\d1/\d2 — 6)\(13)85*

olarak elde edilir.
(As)1 = 2 igin
fa(A) = (—2Xg, — 4)e + (—2Xg,)e* + (20g, A, — 2Xg, )™
elde edilir. Burada fa(A) = 0 olmast igin gerek ve yeter ve kosul
Ma)i=-2, ()1 =0,  (Ag;)1 =0

olmasidir.
Benzer sekilde, (\g)s = 4 icin
Ia(A) = (2Ag, — e+ (20g,)e" + (20, Aay + 2)g,)ee™
olup fa(A) = 0 olmast icin gerek ve yeter kosul
(Aqy)2 = 2, (Ady)2 =0, (Agz)2 =0
olmasidur.

Dolayisiyla Teoremd.2] geregince
A =2 — 2¢, Ny =4+ 2

degerleri A matrisinin karakteristik kokleridir. Bu degerler Teoremld.3|kullanilarak
da elde edilebilir.

Teoremd.4) geregince A matrisinin 6zdegerleri
A1:2—2€, A2:4—|—2E

olarak elde edilir. Bu dzdegerlere karsilik gelen dzvektorler ise b, d, f € R icin
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strastyla

. _ —14+(-2-be+(2—d)e*+ (2b—2d — f + 1)ee*
b 1+ be + de* + fee*
ve
14+ (—24+be+ (—2+d)e* + (—2b—2d + f + T)ee*
XQ —
1+ be + de* + fee*
seklindedir.

Ayrica (@.33)) esitliginde verilen A matrisinin karakteristik polinomu
fa(A) = (A —2+42e)(A — 4 —2¢)

seklinde yazilabilir.

Ornek 4.5. Asagidaki hiperdual matrisi ele alalim:

A l+e+e*tee” € +ee” c HD>?.
0 l4+e+e*+ee”
Burada
10 11 10 11
AS: 5 Al_ y A = s A — ,
01 " o 1] * [o 1] & [o 1]
D— 1+¢e ¢ 7 ;) 1+e ¢
0 1+c¢ 0 1+-¢
seklindedir.

(4.30) egitliginden, As matrisinin ozdegeri
(/\s)l - (/\s>2 =1

olarak elde edilir. Bu ozdegere karsilik gelen ozvektorler ise

1 0
acl) el

seklindedir.
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@.24), @.25) ve (4.20) esitlikleri kullanilarak asagidaki determinantlar elde edilir:

det[D(1,\)] = Adlo_ ! As__l = A = A = A L
det[D(2,\)] = ASO_ ! Adlo— = A = A = A+ 1,
det[A(1,A),] = AdZO_ ! ASO_ = A = A = A L
det[A(2,A),] = ASO_ ! . O_ = A = A = A+ 1,
2
det[A(1,A)(1)] = Ad30_ ! A: = A = = A L
det[A(1,A)(2)] = Adzo_ ! Adlo_ | = A = Aa = a1,
det[A(2,A)(1)] = Adlo_ . Adi | = A = Aa = a1,
det[A(2,A)(2)] = ASO_ ! Adso_ | = A = A = A+ 1

(4.18) esitligi yardimiyla A hiperdual matrisinin karakteristik polinomu

fa(A) = A2 —2X, + 14+ 200y, — 205 — 2)g, + 2)e
+ (2)\5)\d2 —2Xs — 2)\d2 + 2)8*
+ (2)\s>\d3 — 2)\S — 2)\d3 + 24 2)\d1 )\d2 — 2)\d1 — 2/\(12 + 2)85*

seklinde elde edilir.

(A1 = Ligin
fA(A) = (2)\d1)\d2 — 2/\d1 — 2)\d2 + 2)65*

elde edilir. Dolayistyla fa(A) = 0 olmast igin
()\dl - 1)<>‘d2 - 1) =0

esitliginin saglanmast gerekir. (Ag,)1 = 1, (Ag,)1 = 1 ve (A\g;)1 € R alimrsa,

Teorem[.3| geregince
A=1+cec+¢e"+ (Mg )16€”

degeri A hiperdual matrisinin bir karakteristik kokiidiir.

82



1 Tq Tq Tq
1,1 o 2,1 - 3,1
Ty = ) xdl - ) xdg — ) xdg —
0 deQ $d2,2 de,Q

alindiginda, Teorem .4 geregince

0 . ()‘d3)1_1_xd2,2
0| 0

esitligi elde edilir. Buradan
(Agz)1 =14+ 24,, €R
oldugu goriiliir. Dolayistyla
A=1+e+e +(1+2z4,,)ce"

degeri A hiperdual matrisinin bir d6zdegeridir.

Sonug olarak, x4,, € R keyfi olarak segilebildiginden, A hiperdual matrisinin son-

suz ¢oklukta ozdegeri vardir.
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S

UYGULAMALAR

Bu boliimde, asagidaki bicime sahip 6zel bir tipteki 3 x 3 dual ve hiperdual

tridiagonal matrisler ele alinmaktadir:

x vl (5.1)

Tez calismasi boyunca, literatiirde yer alan teori ve bu tezde gelistirilen teorik
cergeve, (5.1)) esitliginde verilen ozel tipteki 3 x 3 tridiagonal matris iizerinde
uygulanmaktadir. Bu kapsamda, (5.1I) esitliginde verilen tridiagonal matrisin
O0zdeger ve Ozvektdr yapist elemanlarinin dual ve hiperdual olmasina gore
incelenecektir.  Sonu¢ [5.I] ve Sonug¢ [5.2] s6z konusu Ozdegerlerin yapisal

ozelliklerini ortaya koymaktadir.

5.1 3 x 3 Dual Tridiagonal Matrislere Uygulama

Bu alt boliimde, (5.1)) esitliginde verilen formda 3 x 3 dual tridiagonal matrisler ele
alinmaktadur.

Sonug 5.1. A = A, + Age € D¥3 2 € Dve 0 # § € D olmak iizere, A, (5.1)
esitliginde verilen formda bir dual tridiagonal matris olsun. Teorem|[3.3] geregince,
A matrisinin ozdegerlerinin standart kismu A, reel matrisinin dzdegerlerinden, dual

kismi ise Ay reel matrisinin 6zdegerlerinden elde edilir.

Not5.1. & = x1 +xeve 0 # 4§ =y +yoe € D (4 = 1,2 i¢in Fy; # 0) olmak
iizere, (5.1) formundaki A € D?*® dual tridiagonal matrisi ele alalim:

T1 4 X2 2y1 + 2y0€ 0
A= |y1+ye  x1+x98 Y1+ Y| - (5.2)
0 291 + 2906 11 + T2E
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Burada A; ve A, reel matrisleri agagidaki gibidir:

Ty 2y1 0 Ty 2y 0
A, = N r1 % , Ag= Y2 T2 Y2
0 2y1 T O 23/2 X2

Teorem [3.3|dogrultusunda, A, matrisinin 6zdegerlerinin cebirsel katliliklarina bagh

olarak iki durum ortaya cikar:

Durum 1: Eger y; = 0 ise A, matrisinin cebirsel katlilig1 ii¢ olan tek bir 6zdegeri

vardir.

Durum 2: Eger y; # 0 ise A matrisinin 6zdegerleri birbirinden farklidir ve her

birinin cebirsel katlilig1 birdir.

Bu iki durum igin A,, A; ve A matrislerinin O0zdegerleri ile Ozvektorleri
Tablo icinde verilmistir. Tablo (5.2) esitliginde verilen A dual matrisinin
ozdegerlerinin A, ve Ay matrislerinin 6zdegerleri araciligiyla ifade edilebildigini

gostermektedir. Bu durum, Sonug [5.T]ile uyumludur.

Ayrica, (5.2) esitliginde verilen A dual tridiagonal matrisinin 6zdegerleri ve

ozvektorleri, [82] kaynaginda kullanilan yontemle de elde edilebililﬂ

!(3.1) denklemindeki formda verilen A dual tridiagonal matrisinin 6zdegerleri Ay ile gosterilirse
(k=1,2,...,n), bu bzdegerler \;, = x + 2y cos (k 1)” formiiliiyle hesaplanabilir [82, 83].
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Ornek 5.1. Asagidaki dual tridiagonal matrisi ele alalim:

14+¢ 2¢ 0
A=| ¢ 1+e & |eD¥.
0 2 1+¢]
Burada )
100 1 20
As=10 1 0|, Ag=1|1 11
0 01 0 2 1

seklindedir. (3.21)) esitliginden A matrisinin dzdegerleri

(/\8)1 = (/\8)2 = (/\s>3 =1

olarak elde edilir. Bu ozdegerlere karsilik gelen ozvektorler ise

1 0 0
(‘rs>1 = |0 ) (IS)Q = |1 ) (IS)3 = |0
0 0 1

seklindedir. (3.12)) esitligi kullanilarak

A—1 =2
det[A(L,A)]=| 0 A, —1 = A2\ — 20 g+ Aa — A2+ 2), — 1,
0 0 A-—1
A—1 0 0
det[A2,N)] =] =1 M—=1 =1 |= A —22 a0+ Ag— A2 +2\, — 1,
0 0 -1
A—1 0 0
det[A(3,\)] = N—1 0 | =Xh =200+ Ag— A2 422, — 1
—2 A1

elde edilir. (3.10) egitligi yardumiyla A matrisinin karakteristik polinomu

~

FiN) =22 =302 + 30, — 1+ (3A2\g — 6A Ny + 3Ag — 32+ 6), — 3)e (5.3)

seklinde elde edilir.

As)1 = (As)2 = (Ns)3 = Ligin fA(;\) = 0 olur. Buradan, Onermemgeregince
A € R olmak iizere

~

)\:1—|—)\d€
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degeri A dual matrisinin karakteristik kokiidiir.

1 x
(/\s)l - 17 (xs)l = |0 ) Ad S Ru (xd)l = |y
0 z
alimirsa, (3.22)) egitligi
Ag—1
= -1
0
seklini alir. Benzer sekilde,
0 x
(/\5)2 - 17 (:Es)Q =11/, Ad € Ra (md)Q = |y
0 z
icin
-2
- )\d —1
-2
elde edilir. Son olarak,
0 x
(/\8)3 - 17 ('TS)?) - O ) >\d S Ra (md)S - y
1 z
alindiginda
0
= —1
Ag—1
elde edilir.

Bu ii¢ secim icin \g degerini saglayan bir ¢oziim bulunmamaktadir. Bununla bir-
likte, bu sonug A dual matrisinin ozdegere sahip olmadigr anlamina gelmez. Bu

nedenle
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alimirsa (3.21)) esitligi saglanmir ve (3.22)) esitligi

0 a(Ag —1) —2b
0| = |—-a+bN—1)—c (5.4)
0 —2b + C(/\d - 1)

Sformunu alir. (5.4)) denkleminin ¢coziimiinden

A1 =-1, (MN)2=1, (M\g)3=3

ve
1 -1 1
(1'5)1 = |-1 ) (:I"s)Q - 0 y (xs)?) =11
1 1 1
elde edilir.

Sonuc olarak, A dual tridiagonal matrisinin ozdegerleri

)\1 = ()\5)1 + (/\d)1€ =1- £,
Ae = (As)2+ (Mg)2e =1 +5¢,
)\3 = ()\5)3 + (/\d)gE =1+ 3¢

olup, karsilik gelen 6zvektorler sirastyla

1 —1 1
)A(1 =|—-1| + (l’d>1€, )ACQ = 01| + (xd)gé“, )A(3 = |1 + (IL’d)3€
1 1

seklindedir.

Ayrica, A dual tridiagonal matrisinin karakteristik polinomu (5.3)) esitligi kul-

lanilarak

~ ~ ~ ~

fiA)=A=14+e)A—=1—¢)(A—1—3¢)

seklinde ifade edilebilir.

Bu drnekte elde edilen dzdeger ve ozvektorler, Not[S. 1| kullanilarak da belirlenebilir.
Nitekim & = x1 + 29 = 1 + e ve y = yy + yae = € segimi igin ayni sonuglara
Tablo 5. 1| araciligryla da ulasilir.
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5.2 3 x 3 Hiperdual Tridiagonal Matrislere Uygulama
Bu alt boliimde, (5.1)) esitliginde verilen formda 3 x 3 hiperdual tridiagonal matrisler

ele alinmaktadir.

Sonuc 5.2. A = A, + Ag e + Age* + Agee* = D + D'e* € HD*, ¢ € HD
ve 0 # y € HD olsun. A, (5.1)) formunda bir hiperdual tridiagonal matris ise
Teoremd.4| geregince A hiperdual matrisinin ozdegerleri, As, Ag,, Ag, ve Aq, reel
matrislerinin ézdegerlerinin kombinasyonu bicimindedir. Burada standart kisim A,
reel matrisinin ozdegerlerinden, hiperdual kisim ise sirasiyla Ay, Aq, ve Aq, reel

matrislerinin ozdegerlerinden olusmaktadir.

Not5.2. ©x = w1 + w9e + w3e* + x4 ve 0 # y = y1 + yo£ + y3e* + ysce* € HID
(i = 1,2,3,41i¢in Iy; # 0) olmak iizere, (5.1) formundaki A € HID*** hiperdual

tridiagonal matrisi ele alalim:

Ty + Toe + x36* + 34 2uyy + 2y0€ + 2y3e* + 2yqee* 0
A= |y + yoe + yse* + yace®  T1 + Toe + T3e* + TaEE* Y1 + yoe + yse* +yace* | (5.5)
0 2U1 + 2o + 2y3e* + 2yuEe* Ty + ToE + X3* + TyEE*

Burada A, A, Ag, ve Ag, reel matrisleri asagidaki gibidir:

T 2y1 0 T2 2y2 0
A = Yy T1 Y1 | Ad1 = Y2 T2 Y2,

| 0 2y @ | 0 2yo @9

(25 2y; O] (24 2ys O]

A, = lys 23 ys|s Aas= |y @4 W
0 2y3 I3 0 2y4 Ty

Teorem [4.4] yardimiyla ve A, matrisinin 6zdegerlerinin cebirsel katliliklar1 dikkate

alindiginda iki durum ortaya ¢ikar:

Durum 1: A, matrisinin 6zdegerlerinin cebirsel katlilig1 ti¢ olsun. Bu durum
y1 = 0 olmasma denktir. Keyfi x4, degerleri icin A, A4, Ag,, Ag, ve A
matrislerinin 6zdegerleri ile karsilik gelen 6zvektorleri Tablo ile verilmistir.
Ayrica, keyfi x4,, x4, Ve x4, degerleri icin A matrisinin 6zdeger ve 6zvektorleri

Tablo[5.3]ile ayrintil1 olarak incelenmistir.

Durum 2: A, matrisinin 6zdegerlerinin cebirsel katlilig1 bir olsun. Bu durum
y1 # 0 olmasma denktir. A,, Ag, A4, Ag, ve A matrislerinin 6zdegerleri ile
karsilik gelen 6zvektorleri Tablo|5.4|ile verilmistir. Ayrica, A matrisinin 6zdeger ve

ozvektorleri farklt durumlar altinda Tablo[5.5]ile ayrintili olarak incelenmistir.
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Buna gore, Sonug [5.2] dogrultusunda Tablo [5.2] Tablo [5.3] Tablo [5.4] ve Tablo [5.5]
incelendiginde, (5.3) denkleminde verilen A € HID**® matrisinin 6zdegerlerinin
A, Agy, Ag, ve Ay, reel matrislerinin 6zdegerlerinin kombinasyonu seklinde

yazilabildigi goriilmektedir.

Birinci durumda, A, matrisinin cebirsel katliligi ii¢ olan tek bir 6zdegere
sahip olmasi nedeniyle, hiperdual tridiagonal A matrisinin standart kismina ait
ozvektorler A matrisinin 6zvektorleri ile ortismemektedir. Bu durum Tablo

ile goriilmektedir.

Ikinci durumda ise A, matrisinin 0zdegerleri birbirinden farkli oldugundan,
hiperdual tridiagonal A matrisinin 6zdegerleri ve ozvektorleri, Ag, Ay, Ag, Ve
Ay, matrislerine ait 6zdeger ve o6zvektorlerin kombinasyonlart bi¢iminde ifade
edilebilmektedir. Bu durum Tablo|[5.4]ile gosterilmektedir.

Ornek 5.2. Asagidaki hiperdual tridiagonal matrisi ele alalim:

€+ ee* 2+ 2¢ + 2e* + 2ee* 0
A= |14+ec+e&"+ec* €+ ee* 14 e4e*4eer| € HD3S.
0 2 4+ 2e + 2e* + 2ee* €+ ee*
Burada
0 2 0 1 20 020 1 20
As: 1 0 1], Adl_ 111}, Ad2: o 1y, Ad3: 111
0 2 0 0 21 0 20 0 21
ve
€ 2+ 2 0 3 2+ 2¢e 0
D= |1+4¢ € 14+e|l, D=|1+¢ 5 1+¢
0 24 2¢ 15 0 2+ 2¢ €
seklindedir.

(4.30) esitligi yardimiyla A; matrisinin ézdegerleri
()‘5)1 = _2’ (AS)Q = 07 ()\5)3 =2

olarak elde edilir. Bu ozdegerlere karsilik gelen ozvektorler sirasiyla asagidaki

gibidir:
1 -1 1
(xs)1=|—=1], (z5)e=101, (zs)3=1]1
1 1 1
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@.24), @23)) ve (#.26)) esitlikleri kullanilarak asagidaki determinantlar hesaplanir:

A, =1 =2 0
det[ DA =] =1 A, =1/ = 2Ag — A2 —2)\, —2)y, + 2,
0 -2 A
Ay =20
det[D(2,\)] = |[=1 Mg, —1 —1] = M\\g, — A2 —4),,
0 -2 X\
Ay =20
det[D(3,0)] = |-1 A, =1 [ =g — A2 =2\, —2)\4 + 2,
0 —2 Mg —1
Ay =2 0
det[A(1,A),] = [—1 Ay —1] = A2\, — 2X, — 2)g,,
0 -2 A
As —2 0
det[A(2,A),] = |[-1 Ay —1| = X2g, — 4),,
W —240%
A =2 0
det[A(3,A)] = |=1 A, —1] = A2\g, — 2\, — 2)a,,
0 —2 Mg
Ay —1 =2 0
det[A(1L,A)(1)] =] —1 A, —1]=AAg — A2 —2), — 2, + 2,
0 -2 A
Ay -2 0
det[A(1,A)(2)] = [=1 Ag —1 —1| = Ada, Ady — AsAay — 20 — 20g,
0 -2 X
Ay =20
det[A(l,A)(?))] =|-1 A —1 = )\5)\d1)\d2 — )\S)\dz — 2)\d1 — 2)\d2 + 2,
0 =2 Ag —1
A, =1 =20
det[A(2, D)D) =] =1 Mgy —1] = Ada, Aay — Ashay — 20 — 20, + 2,
0 -2 A
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A =20
det[A(2,A)(2)] = |=1 Agy —1 —1]=A2\g — A2 —4),,
0 -2 A
As =2 0
det[A(2,A)3)] = |=1 Ay =1 | =AdgAdy — Ashay — 20 — 20g, + 2,
0 —2 Mg —1
Ay =1 =2 0
det[A3, A1) =] =1 Ay —1| = Ada, Ady — Ashay — 20, — 2Xg, + 2,
0 -2 g
Ay =20
det[A(3,A)(2)] = [=1 Mgy —1 —1| = Adg, Aay — Ashay — 20 — 20g,,
0 -2 Ay
As =2 0
det[A(3,A)(3)] = |-1 A,  —1 [=XAg —A2—2), —2)\; +2.
0 —2 Mg —1

(@.18)) esitligi yardimiyla A hiperdual tridiagonal matrisinin karakteristik polinomu

Fa(A) = N2 —d) 4+ (BA2Ng, — 302 — 8), — 4)\y, +4)e
+ (3A2Ng, — 8\, — 4Xg,)e*
+ (3A2N\g, + 6AA g, Mgy, — 6A NG, — 3A2 — 160, — 8y, — 8Ag, — 4Ag, + 12)ee*

seklinde elde edilir.
(Xs)1 = —2 icin
fa(A) = (8Ag, +8)e+ (8Ag, + 16)e™ + (=124, Mgy, — 8Ag, +4 g, + 8Ay, + 32)ec™
elde edilir. Buradan fa(\) = 0 igin
A =-1L QA =-2,  (Agh=-1
bulunur.
(As)2 = 0 igin

fA<A) = (_4/\d1 + 4)8 - 4)\(126* + (—8/\d1 - 8)\d2 - 4)\d3 + 12)68*

97



elde edilir. Buradan fa(\) = 0 igin
(Aay)2 =1, (Aay)2 =0, (Aaz)2 =1
bulunur.
(As)s = 2 igin
Fa(A) = (8Xg, — 24) + (8ha, — 16)* + (1224, Mgy — Shay — 20Ag, + 8y, — 32)ec*
elde edilir. Buradan fa(\) = 0 igin
Aa)s =3, (Aa)s=2,  (Ag)s =3
bulunur.

Teorem 4.2\ yardumiyla A hiperdual tridiagonal matrisinin karakteristik kokleri

A =)+ (Agy)ie + Aap)1* + (Agg 186" = =2 — e — 2% — ee*,
Ay = (Ng)a+ (Agy )28 + (Aay)2e* + (Ngy )oge™ = € + ee”, (5.6)
As = (Ng)s 4+ (Nagy )3 + (Aay)3™ + (Agy )36 = 2 + 3 + 26* + 3ec*

seklinde elde edilir. Bu karakteristik kokler Teorem kullamilarak da elde
edilebilir. Ayrica, (5.0) esitliginde verilen karakteristik kokler, Teorem{d.4| geregince

A matrisinin 6zdegerleridir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen ozvektorler sirastyla

l+e+e"+ee” —1—ec—¢e*—ege* l4+e+e*+ec*
Xi=|—-1l—ec—¢c"—ee*|, Xo = 0 , Xg= |1 +4+e+e*Fec*

l4+e+e" +ee* l4+e+e"+ee* l4+e+e"+ee*
seklindedir.

Ayrica, A hiperdual tridiagonal matrisinin karakteristik polinomu
fa(A)=(A+2+e+2"+ee”)(A—e—ee)(A— 2 — 3 — 2" — 3ec™)
seklinde yazilabilir.

Bu drnekte elde edilen dzdeger ve ozvektorler, Not[S. 2 kullanilarak da belirlenebilir.

Nitekim,
T = X1 + Tog + 13" + 146" = € + ee*,

Y =11+ Y€+ yse* +ysee” =1+e+e" +ee”
secimiyle ayni sonuglara Tablo 5.4\ kullanilarak ulasilir.
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SONUC

Bu tez calismasinda, hiperdual matrisler icin determinant kavrami yeni bir
yaklagimla tanimlanmigtir. Buna bagli olarak hiperdual matrisler i¢in karakteristik
polinom tanimi verilmis, karakteristik kokler incelenmis ve bu kokler ile 6zdegerler
arasindaki iligki belirlenmistir. Ayrica 6zdegerlerin ve karsilik gelen 6zvektorlerin
elde edilmesine iligkin kosullar sistematik bicimde ortaya konulmus, elde edilen

teorem ve sonuclar ¢esitli 6rneklerle desteklenmistir.

Calismada, bir n X n hiperdual matrisin en fazla n 6zdegere sahip olabilecegi,
hi¢c 6zdegere sahip olmayabilecegi veya sonsuz sayida 6zdegere sahip olabilecegi
ortaya konulmustur. Bu sonuclar, hiperdual matrislerde karakteristik koklerin
her zaman Ozdeger olarak degerlendirilemeyecegini ve ozdeger—ozvektorlerin

belirlenmesinde ek kosullarin dikkate alinmasi gerektigini gostermektedir.

Ayrica, 3 x 3 tridiagonal matrisler lizerinde gelistirilen teorinin uygulamasim
iceren bir bolim sunulmustur. Bu boliimde, literatiirde yer alan dual teori
ozel bir tipteki 3 x 3 dual tridiagonal matrisler iizerinde uygulanmis; bu
tezde gelistirilen teori ise Ozel bir tipteki 3 x 3 hiperdual tridiagonal matrisler
tizerinde ele alinmistir. Tridiagonal matrislerin diferansiyel denklemlerin sayisal
cOziimil, haberlesme sistemlerinin analizi, paralel hesaplama ve kodlama kurami
gibi alanlarda kullanilmasi, bu matrisleri 6zdeger problemleri agisindan Onemli
kilmaktadir.  Bu nedenle ele alinan uygulama, gelistirilen teorinin acik ve

hesaplanabilir bir bicimde incelenmesine imkan saglamstir.

Sonu¢ olarak bu c¢alisma, lineer cebirin determinant, karakteristik polinom,
karakteristik kok, 6zdeger ve 0zvektor gibi temel kavramlarini hiperdual matrisler
cercevesinde ele almaktadir. Elde edilen sonuglarin, hiperdual matrislerin kuramsal
yapisina katki sunacagi ve farkli tipteki hiperdual tridiagonal matrisler ile daha
yiiksek boyutlu hiperdual tridiagonal matrisler iizerine yapilacak ¢alismalara zemin

hazirlayacag diistiniilmektedir.
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