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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

GREINER VEKTOR ALANLARINDA P- LAPLACE DENKLEMLERI VE
HARDY TiPi ESITSIZLIKLER

Abdullah SALAMI
istanbul Ticaret Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Damsman: Dog¢. Dr. Abdullah YENER
2022, 43 sayfa

Bu tezin oncelikli amaci, Greiner vektor alanlari tizerinde

(29 (awmal vt axon)
ll u(w,t)=0, oQx(0,T),
Lu(w,0)=u,(w)=0, Q

seklinde verilen p—Laplace probleminin pozitif ¢oziimiiniin hangi kosullar altinda
mevcut olmadiginin  arastirlmasidir. Burada, 1<p<2, 0<A(w)ely(Q) ve

V( )eL1

loc

(Q) olup, V, alt eliptik gradyan vektorii ve Q ise Greiner vektor

alanlarinda piirlizsiiz sinira sahip siirl bir bolgedir.

Hardy esitsizlikleri, tekil potansiyel kapsayan dogrusal veya dogrusal olmayan kismi
diferansiyel denklemlerde pozitif ¢6ziimiin varlig1 veya yoklugunu géstermede mithim
bir rol oynamaktadir. Bu tezin ikincil amaci, Greiner vektor alanlarinda gesitli agirlikli
Hardy tipi esitsizlikler elde etmektir.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal olmayan problemler, Greiner vektor alanlari, Hardy
tipi esitsizlikler, p—Laplace denklemleri, pozitif ¢6ziimiin yoklugu, tekil potansiyel.



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

P- LAPLACE EQUATIONS AND HARDY-TYPE INEQUALITIES ON
GREINER VECTOR FIELDS

Abdullah SALAMI
Istanbul Commerce University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Dog¢. Dr. Abdullah YENER
2022, 43 pages

The primary aim of this thesis is to investigate the nonexistence of positive solutions
to the following nonlinear degenerate parabolic equation involving p —Laplacian:

(Zt_uzvk (A V" v,u )+V( Ju™, Qx(0,T),
{I u(w,t)=0, oQx(0,T),
Lu(w,0)=u,(w)=0, Q,

where 1< p<2,0< A(w)elj, () and V (w) e L. (Q). Here, V, is the subelliptic

gradient and Q is a bounded domain with smooth boundary in Greiner vector fields.

Hardy type inequalities play an important role in showing existence and nonexistence
of positive solutions in linear and nonlinear partial differential equations involving
singular potentials. The secondary aim of this thesis is to obtain various weighted
Hardy type inequalities in Greiner vector fields.

Keywords: Greiner vector fields, Hardy type inequality, p—Laplace equations, non-
existence of positive solution, singular potential, nonlinear problems.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

B(X,, R) Oklid uzayinda x, merkezli R yarigapl agik yuvar
C(Q) Q bolgesindeki siirekli fonksiyonlar uzayi
Co(Q) Test fonksiyonlar1 uzay1
L°(Q) Q bolgesindeki p. kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlarin uzayi
b (Q) Q bolgesindeki p yerel integrallenebilir fonksiyonlarin uzay:
J (¢) @ doniisiimiiniin Jakobiyeni
Q =2n+ 2k, Greiner vektor alanlarinda homojen boyut
O Reel sayilar
o" n - boyutlu Oklid uzay
W kP Sobolev uzay1
a 2k-2 a a 2k-2 a - - .
Xj=—+2ky;|z|" " =, Y, =—-2kx|z|" "=, j=123,..,n, Greiner vektor
oX; ol oy, ol
alanlar1
oQ Q bolgesinin sinirt
W=(z,1)=(X, s X, Yy Yoo 1), 02" de bir nokta
\% Oklid uzayinda tanimli gradyan vektorii
0? 0°
A =— +---+—, ["’de Laplace operatorii

V, = (Xl, s XYY, ) Greiner vektor alanlarinda gradyan vektori

>

n
k =Z;( X? +Y,-2) , Greiner vektor alanlarinda Laplace operatdrii
j=



1. GIRIS

Kismi diferansiyel denklem, x,,x,,...,x, bagimsiz degiskenlerine bagl bilinmeyen

bir u(x)=u(x,%,,...,x,) fonksiyonu ve bu fonksiyonun

uxi 1uxixj ’uxixjxk yeer

gibi sonlu sayida kismi tiirevlerini igeren bir bagintidir. Bir kismi diferansiyel denklem

en genel hali ile

F (x1 Koo Uy s Uses o U, ) =0

bi¢iminde yazilir. Kismi diferansiyel denklemler mertebe, lineerlik vb. 6zelliklere gore
smiflandirilirlar. Kismi diferansiyel denklemde bulunan en yiiksek mertebeden tiirevin
mertebesine diferansiyel denklemin mertebesi denir. ikinci mertebeden iki degiskenli

bir kismi diferansiyel denklemin en genel hali, xileybagimsiz degisken ve

u :U(X, y) olmak tizere,
F (x, y,u,ux,uy,uxx,uyy,uxy)=0

olarak ifade edilir.

Kismi diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun tiim kismi
tiirevlerine gore lineer ise denkleme lineer kismi diferansiyel denklem denir. Mesela,

2. mertebeden iki degiskenli lineer kismi diferansiyel denklem en genel haliyle

A(X,y )u, +B(xy )u, +C(x,y)u,,
+D(x,y)u +E(x,y )u, +F(x,y)u=G(x,y)



olarak gosterilir. Lineer kismi diferansiyel denklemler haricindeki tiim denklemler

lineer olmayan kismi diferansiyel denklem olarak isimlendirilir.

Kismi diferansiyel denklemler parabolik, eliptik ve hiperbolik olmak iizere ii¢ kisimda
smiflandirilir. Bu ¢aligmanin ana konusunu, dogrusal olmayan parabolik tipten

denklemlerin en 6nemli temsilcilerinden olan
p-2

Au=V([vu/ vu)=0

p —Laplace denklemi olusturmaktadir.

Acikca ifade etmek gerekirse tezin ilk kisminda ele alinan problem su sekildedir:

Qc 0 diizgiin sinirlara sahip smirl bir blge, 1< p<2, 0<A(w)eli, (Q) ve

V( )eL1

loc

( ) olmak tizere,

=V,- ( w)|V,ul"* v u)+V( JuP, ax(0,T),
0

1)=0, o0x(0,T), (1.1)

,0)=u,(w)=0, Q

seklinde verilen dogrusal olmayan p —dejenere parabolik probleminin pozitif ¢oziimii

hangi kosular altinda mevcut degildir?

Bu calismada, (1.1) probleminin pozitif ¢éziimiiniin

- IQ(5+A (W))|V, 4" dw J' w)|g| dw
0£4C3 () J‘Q|¢| dw

seklinde verilen Rayleigh oran1 ve P ’nin degerleriyle yakindan ilgili oldugu

gosterilmistir.



Tezin devaminda, Hardy esitsizliklerinin tekil potansiyele sahip dogrusal ve dogrusal
olmayan kismi tiirevli problemlerdeki pozitif ¢6ziim {izerindeki etkisinden
bahsedilmistir ve Greiner vektor alanlarinda radyal olmayan agirlik fonksiyonuna

sahip
2 1 1 ,
J'Q|Vk¢| dWZZ Q?qﬁ dw

ve

2 1 1 1 1
J-Q|Vk¢| dw > ZJ.QTH ¢2dW— Ejﬂz—m¢2dw
X, log X, log Z

Hardy esitsizliklerinin herhangi ¢eCy"(Q) fonksiyonu igin gegerli oldugu

2n+1

kanitlanmistir. Burada Q {1 “"*, sirasiyla, diizgiin sinirlara sahip sinirl bir bolge ve

B,(0) =0 ** birim yuvaridir.

Daha sonra, bu esitsizliklerin dogrusal olmayan eliptik bir kismu tiirevli problemde

uygulamasina yer verilmistir.



2. LITERATUR OZETi

Tezin bu kisminda Oklid uzayinda ve Greiner vektdr alanlarinda tezin ana problemine

motivasyon kaynagi olan ¢esitli calismalar literatiir 6zeti olarak ifade edilmistir.

Son yillarda tekil potansiyele sahip parabolik problemlerde pozitif ¢oziimiin olup
olmadig1 iizerine ¢okca calisma yapilmistir. Ornegin, Baras ve Goldstein (1984)
tarafindan yapilan 6nemli calismada Oklid uzaymnda tekil ters kare potansiyelini
kapsayan dogrusal problemin pozitif ¢oziimiiniin yoklugu icin gerekli sartlar elde

edilmistir. Bu ¢alisma su sekildedir:

—:Au+izu, QX(O’T)'

a X
< u(x,0)=u,(x)=0, Q, (2.1)
L u(x,t)=0, oQx(0,T).

2
Burada Q smnirli bir bolge ve 0e Q dir. Eger /”L>(n7_2j ise (2.1) probleminin

2
pozitif ¢céziimii yoktur. Eger A < (nTj ise (2.1) probleminin pozitif ¢c6ziimii vardir.
n-2\’
Burada, [Tj sabiti L* Hardy esitsizligindeki en iyi sabittir. Oklid uzayindaki L’
Hardy esitsizligi soyledir: n > 3 olmak iizere,
‘2

V¢(x)|2dx2(n;2)zj'n ‘¢|(X2) dx, Vée Hy(D").

X

J.

Garcia Azorero ve Peral (1998) tarafindan (2.1) problemi Oklid uzayinda asagidaki

bi¢cimde genisletilmis ve bu problemin pozitif ¢oziimleri incelenmistir. Bu problem,



( Ou A

— =AU+ uf™, Qx(0,T),

at p |X|p X( )
< u(x,0)=u,(x)=0, Q, (2.2)
L u(x,t)=0, oQx(0,T)

seklinde olup, burada 1< p<2, V e i (Q) ve Q, [ " de diizgiin simri olan smirl

loc

P
bir bolgedir. Eger A > (n— pj ise (2.2) probleminin pozitif ¢6ziimii yoktur. Eger
p

p p
A< ( n- pj ise (2.2) probleminin pozitif ¢oziimleri vardir. Burada, (H] sabiti
p p

L Hardy esitsizligindeki en iyi sabittir. Oklid uzaymdaki L° Hardy esitsizligi

sOyledir: 1< p<n olmak iizere,

J.

v¢(x)lpdxz(”;pjpjn ‘¢|(Xp)‘ dx, Ve WP (D).

X

Daha sonra, Cabre ve Martel (1999) tarafindan genel pozitif bir potansiyel fonksiyona

sahip

(%U:Auw(x)u, Qx(0,T),

i u(x,0)=u,(x)=0, Q, (2.3)
u(x,t)=0, oQx(0,T)

dogrusal Cauchy-Dirichlet problemi ele alinmistir. Bu ¢alismada, (2.3) probleminin

pozitif ¢6ziimiiniin yoklugunun

inf >
0%4<CF () _[Q ()|

Rayleigh oraninin biiyiikliigii ile yakindan ilgili oldugu gosterilmistir.



Goldstein ve Kémbe (2003) ikilisi (2.3) problemi i¢in uygulanan teknigi dogrusal

olmayan problemlere tasimistir. Bu ¢alismada ele alinan problem su sekildedir:

g—l::Apu+V(x)up‘1, Qx(0,T),
u(x,0)=u,(x)=0, Q, (2.4)
| u(x,t)=0, 602 x(0,T).

Burada 1< p <2, V(x)elj

e () ve Q0" diizgiin simr1 olan smurl bir bolgedir.
Bu problemin pozitif ¢oziimiiniin yoklugunun normalize p—enerji formunun

spektrumuna bagli oldugu sonucuna varilmistir.

Daha sonra, Goldstein vd. (2005) tarafindan yukaridaki problem genisletilmis ve
problemin pozitif ¢6ziimiiniin hangi sartlar altinda olmadigi gosterilmistir. Buna

iliskin problem asagidaki gibidir:

%:div(|x|_”’|Vu|p_2 Vu)+V(x)up’1, Qx(0,T),
(x,0) =0y ()20, o, 9
| u(x,t)=0, oQx(0,T).

Burada 1<p <2, V(x)el,

loc

(Q), yell ve Qc " diizgiin sinir1 olan sinirh bir

bolgedir.

Tiim bu calismalardan hareketle, [ "’de ele alinan bu problemlerin Greiner vektor
alanlarinda bir karsilig1 var midir? sorusu dogal olarak akla gelmektedir. Buna iliskin
ilk ¢alisma Kombe (2005) tarafindan yapilmistir. Detaylica ifade etmek gerekirse ele

alinan ¢alisma su sekildedir:



(;—u:vk-(|vku|"‘2vku)+v(w)up1, Qx(0,T),
i u(w,0)=u,(w)=0, Q, (2.6)
Lu(w,t)=0, oQx(0,T).

Burada, V € Lt

e () Ve Q<[ ™ diizgiin sinirlara sahip sinirli bir blge olmak iizere,
(2.6) problemi i¢in pozitif ¢ozlimiin yoklugunun p 'nin deger araligina ve spektruma
bagli oldugu Cabre ve Martel tekniginden istifade edilerek Kombe (2005) tarafindan

ispatlanmustir.

Bu calismadan sonra, Greiner vektdr alanlarinda tekil potansiyelli parabolik
problemlere olan ilgi daha da artmistir. Ornegin, Ahmetolan (2008) yaptig1 calismada

asagidaki p—Laplace problemini ele almustir:

E:vk'(|vku|p72VkU)+V (w,t)u’™, Qx(0,T),
< u(w,0)=u,(w)=>0, 0, (2.7)
L u(w.t)=0, 20x(0,T).

Burada, 1< p<q+1, yel ve V(wt)el,

loc

(Q x(O,T)) zamana bagli bir tekil

potansiyel fonksiyondur. Ayrica u, fonksiyonu ézdes sifir degildir.

Bu tezin ana problemi olan, asagidaki dogrusal olmayan parabolik problem i¢in pozitif
¢oziimlerin yoklugu Kombe (2005) tarafindan ele alinan yaklasimla incelenmistir.

Yukaridaki tiim ¢alismalar 1s181inda bu tezde ele alinan problem su sekildedir:

(Z_tzvk (A IVu|" v, )+V( JuP™, Qx(0T),
_0, 0Qx(0,T), 28)
)201 Q.



Burada 1<p<2, 0<A(w)el,

loc

(Q)ve V(w)ely (Q) olup, V, alt eliptik
gradyan vektorii ve Q ise Greiner vektor alanlarinda diizgiin sinira sahip sinirli bir
bolgedir. K, Q 'nin Lebesgue 6l¢iisii sifir olan bir alt kiimesi olmak {izere, p—Laplace

probleminin pozitif ¢ozlimiiniin yoklugunun

inf J.Q(g-i-A(W))|Vk¢|pdW_J.QV (W)|¢|de
0#¢<Cq (Q\K) '[Q|¢|pdw

Rayleigh oraninin biiyiikliigiine ve p 'nin degerine bagl oldugu sonucuna varilmstir.

Ozellikle tekil potansiyele sahip dogrusal veya dogrusal olmayan bazi kismi
diferansiyel denklemlerdeki ¢6ziimlerin arastirilmasinda, tiirev operatorleriyle ilgili
olan esitsizliklerin rolii olduk¢a miithimdir. Bu esitsizliklerin en O6nemli

temsilcilerinden biri olan Hardy esitsizligi Greiner vektor alanlarinda su sekilde

verilirr 1< p<Q ve ¢eC§°(D 2n+1\{0}) olmak {izere,

_[ 2n+1

p p(2k-1) p
v, mez(Q_;pJ [ (HJ %dw 2.9)

esitsizligi gegerlidir (Zhang ve Niu, 2003). Burada Q=2n+2k sabiti A, i¢in

homojen boyuttur. Ayrica, k >1 ve j=1,2,...,n olmak tizere,

2%k-2 O

2%k-2 g 0 o
ol

ve Y, =——2kx, |z
al J ay J

J J

0
X =a+2kyj|z|

J

Greiner vektor alanlari, V, :(Xl,..., XY, ,Yn) gradyan vektorii  ve

ERETEEE

A, = Z:(XJ2 +Yj2) seklinde tanimlanan Laplace operator, Z= (X, y) el®™ el ve

j=1

|z|= 1/|x|2 +|y 2 dir.




Daha sonra, Niu vd. (2010), (2.9) esitsizliginin agirlikli bir versiyonunu elde etmek
igin  p-dejenere alt-eliptik A, u=V, .(|Vku|'°_2 Vku) operatoriiniin  temel

¢ozimiini kullanarak asagidaki esitsizligi elde etmistir:

p(2k-1) |¢| p

p

[P [Vig] dw> dw . (2.10)

Q+ap- p‘pj pap(mj
p M 2n+l

P P

Burada ¢Cy(1***\{0}), Q=3 aell,Q=p ve Q+ap—p>0’dr. Ayrica,

Q-ap-p/
p

(2.10) esitsizligindeki sabiti en iyi sabittir.

Sonrasinda Lian (2013), herhangi ¢e<Cy (0°") fonksiyonu iin, «,fell,

l<p<Q-a ve ﬂ+2n+(p—1)(2k—1)>0 olmasi sartiyla,

[ S

2 g [Q—p—aJp I4ﬂ(ﬁq 4
V. 4" dw> | = —dw
.[[ il paJrlg | k¢| P j: 2n41 pa+ﬂ P pp

p
esitsizliginin gegerli oldugunu ispatlamistir. Ayrica, buradaki (wj sabitinin
p

en 1yi sabit oldugunu gostermistir.

Yakin zamanda, Ahmetolan ve Kombe (2016) Greiner vektor alanlar ile iligkili iki

agirlikli keskin bazi Hardy tipi esitsizlikler elde etmistir.

Bu tezde, yukaridaki ¢alismalardan motive olarak, Greiner vektor alanlarinda radyal

olmayan agirlik fonksiyonlarina sahip

2 11
IQ|VK¢| dw > ZJ.QE P*dw

ve



2 1 1 1 1
_[Q|Vk¢| dWZZJQTH¢2dWEIQZ—(1] ¢2dW
X, log”| — X, log| =

Hardy tipi esitsizliklerin herhangi ¢eC; () fonksiyonu igin gegerli oldugu

gdsterilmistir. Burada Q — [ *"**, sirastyla, diizgiin sinirlara sahip sinirl bir bolge ve

B, (0) = ** birim yuvaridir. Daha sonra, bu esitsizliklerin dogrusal olmayan eliptik

bir kismu tiirevli problemde uygulamasina yer verilmistir.
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3. ON BILGILER

Simdi, tezin farkli boliimlerinde isimleri siklikla gecen Oklid uzayindaki baz1 temel
teorem, tanim, fonksiyon uzaylar1 ve esitsizlikler verilecektir. Daha detayli bilgi i¢in
(Adams, 1975; Evans, 2002; Balinsky, 2015) kaynaklarina bakilabilir.

3.1. Fonksiyon Uzaylari

0", n-boyutlu Oklid uzay1 ve Q bu uzayda tamiml basit baglantili agik bir kiime

olsun. o =( ey, @,,...,a,) negatif olmayan ¢; tamsayilarimin n bilesenlisi ise o ’ya

¢oklu indis denir.
n
o = X e
i=1
olsun. x=(%,X,,...,X, el " ise bu durumda x* = x*x;?---x;» olur. 1<i<n igin

o
D, _9 ise D* = 0
OX; 0" X, 0% X, 0% %y - 0" X,

olarak ifade edilir ve bu |a|. mertebeden bir diferansiyel operator belirtir. Ozel olarak,

bir u:Qcl" —0 fonksiyonunun gradyani Vu:(S—uaa—uj ile, Laplasyeni ise
1 n
ou o o°u
AU=——+——+---+— seklinde gosterilir.
oX;  0X, X

Negatif olmayan herhangi bir k tamsayisi i¢in Q bolgesinde |a|<k mertebesine
kadar tiim DU kismi tiirevleri var ve siirekli olan fonksiyonlarin uzayr C* (Q) ile
gosterilir. C°°(Q) ise Q Dbolgesindeki her mertebeden siirekli tiirevlenebilir

fonksiyonlarin uzayidir. Bir u:Q —[] fonksiyonunun destegi sdyle verilir:
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suppu ={xeQ:u(x)=0}.

Eger suppu alt kiimesi kompakt ise u fonksiyonunun kompakt destege sahip oldugu

soylenir. Q bolgesinde kompakt destege sahip olan C(Q) ve C*(Q) smiflarina ait
fonksiyonlarm olusturdugu uzaylar sirastyla C,(Q) ve C,” () ile gosterilir. C;* (Q)

uzayinin elemanlarina test fonksiyonu ad1 verilir.

Tanmm 3.1. Q, [1"’de bir bolge ve 1< p <o olmak lizere,
LP(Q) :={u Q-] |(J.Q|u(x)|p dx)llp < oo}

seklinde tanimlanan kiimeye p. kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir.

Bu smif L” (Q)ile gosterilir.

1
Jullsey =Nl = ([ Jul"ex)?
normu ile L” () bir Banach uzayidir (Evans, 2002).

Tanmm 3.2. Q, [1 " ’de bir bolge ve 1< p <ooolsun. Q ’nin her K kompakt alt kiimesi

i¢cin

P (Q)::{U Q[ |(J-K|u(x)|p dx )1/p < oo}

seklinde verilen kiimeye p—yerel integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir (Evans,

2002).

Tanmmm 3.3. « c¢oklu indis, Q,["’de bir bdlge, uel' (Q) olsun. Eger her

¢ eC;”(Q) test fonksiyonu igin
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JQ uD*gdx = (—1)‘“‘ IQ vgdx

esitligini gergekleyen bir v e L', (€2) fonksiyonu var ise v’ye u ’nun a. mertebeden

zayif tiirevi denir ve V= D“U seklinde gosterilir (Evans, 2002).

Tamm 3.4. Q, [ " de bir bolge, 1< p <o ve k negatif olmayan herhangi bir tamsay1

olsun.
W P(Q)={uel’(Q):Due’(Q), 0<|a|<k}
ile tanimlanan uzaya Sobolev uzay1 denir (Evans, 2002).

3.2. Green Ozdeslikleri ve Integrasyon Formiilleri

Qc " agik, sinirli bir kiime ve kK =1,2,... olsun. B(xo, R), X, merkezliR yarigaplh

bir yuvar olsun ve eger her bir X, € 0Q igin

QB (X, R)={xeB(X),R): % > (X, X,,.... X, )]

olacak sekilde bir R sayis1 ve C* smifindan bir u:00 " — [ fonksiyonu varsa o
stmr1 C* sinifindan, her bir k e[l degeri icin 0Q smr1 C* sinifina ait ise C”
sinifindandir denir. Eger 6Q smr1, C*smifindan ise bu sinirin dis yonlii birim normal
vektdrii 7 =(7,,...,7,...,17,) olarak tammhdir. ueC'(Q) olmak iizere, 7-Vu
: : . . ou . .

ifadesine U ’nun dis yonlii normal tiirevi denir ve F ile gosterilir. Ek olarak, 02

n

sinirinin yiizey alan diferansiyeli dS ile gosterilir.
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Teorem 3.5. Q" smirh ve agik bir bdlge, 6Q smr1 C! sinifina ait olsun.

ueC'(Q)ise i=1,2,...,n igin

.[Q S_de - Iagu 7dS

olur (Evans, 2002).

Teorem 3.6. Q] " sirl ve acik bolge ve 0Q smr1 C* simfina ait olsun. Bu

durumda, her F e CI(Q,D ”) vektor alani i¢in
Ilev Fdx = LQ F -ndS

olur (Evans, 2002).

Teorem 3.7. Q0" simrli bir bélge ve 6Q smr1 C* smifina ait olsun. u,v e C* (ﬁ)

ise, 1=1,2,...,n igin

.[Qaa—:vdx =LQUV'7idS —L}u%dx

olur (Evans, 2002).

p-Laplace Denklemi: 1< p<o ve u:[J" —[ tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.
Au=V-(vu"*vu)=0 (3.1)

denklemine p-—Laplace denklemi, bu denklemi saglayan u fonksiyonuna ise

p —harmonik fonksiyon denir. p =0 oldugunda bu denklem su sekilde
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ou ou ol 1 2
_Z‘ X ax XX | _EVu~V(|Vu| )_0

ifade edilir. Eger p=1 ise denklem

auoy )
vul

halini alir. p=2 durumunda bu denklem Au=0 Laplace denklemine indirgenir.
Vu =0 kritik noktalarinda (3.1) denklemi, p > 2 igin dejenere, p <2 i¢in ise tekil bir
denklemdir. p — Laplace ve p —harmonik denklemleri arasindaki iliski su bigimde

gosterilir:

— p-2 _ p—4 ou ou ou
Apu—V-(|VU| VU)—|VU| {|V“| AU+(pz Z)IZlax X, OX,0X; }

Bu esitlik (p—2)|Vul® "ile béliindiikten sonra elde edilen

|Vu|2Au+ N T a2
(p—2) 730X 6Xj axiaxj

ifadesinde p — oo i¢in limit alindiginda oo —Laplace denklemi elde edilir.

p—Laplace denkleminin 0" ’deki en basit ¢oziimii i=1,2,...,n i¢in u(x)=x
seklindedir. Diger yandan, ave b birer sabit olmak tizere, U bir ¢oziim ise a + bu
fonksiyonu da bir ¢6ziim olur. 1< p<o olmak iizere, p— Laplace denkleminin

[ "\ {0} *deki temel ¢oziimii
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(—Inlx|, p=n,
up(x):J X, p=,

p-n
X|[P+, p#n

seklindedir.

3.3. Esitsizlikler

Bu kisimda tezde ¢okga istifade edilen bazi esitsizlikler verilmistir.

Teorem 3.8. a,bell , p>1ve 1+£:1 olsun. Bu durumda,
P q

p q
absa—+b—
P q

esitsizligi saglanir (Evans, 2002).

Tanim 3.9. Eger her a,bel)" ve her t €[0,1] i¢in

u(((1-t)a+th))>(1-t)u(a)+tu(b)
ise u:00 " — [ fonksiyonuna konkav fonksiyon denir.

Teorem 3.10. Q<[] "agik ve sinirh bir bolge, U:Q—[] integrallenebilir ve

f:0 — [ konkav bir fonksiyon olsun. O zaman

1 1
fl—|udx|>—=]| f(u)dx
s 2l
olur. Bu esitsizlige konkav fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizligi denir (Evans, 2002).
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Teorem 3.11. Qc 0", 1<p, g<o, %+%:1 ve ¢l (Q), wel'(Q) olsun,

Bu durumda, ¢y € Ll(Q) olur ve

1

[ _lpwdx s( jﬂ|¢|"dx)4 (], |,,,|qu)4

esitsizligi gecerlidir. p=0=2 iken bu esitsizlige Cauchy- Schwarz esitsizligi adi
verilir (Evans, 2002).

Teorem 3.12. 1< p<n olmak iizere, her ¢ e W"" (D “) icin

[ |v¢|pdxz[¥jpjﬂ|¢_|pdx

X|°

p
olur. Ayrica [ N3 pj pozitif sabiti en iyi sabittir (Azorero ve Alonso, 1998).
p
Teorem 3.13. 1<p<n ve ( =np—np olsun. O halde, herhangi ¢<C; (D ”)

fonksiyonu i¢in

1

(f n|¢|qu)3 scp,n( [ n|v¢|"dx)5

esitsizligini ger¢ekleyen pozitif bir pr sayis1 vardir. Bu esitsizlige, Gagliardo—

n

Nirenberg—Sobolev esitsizligi denir (Evans, 2002).
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Teorem 3.14. p>1 ve s, = s, pozitif reel sayilar olmak iizere,
P87 - psy(s,—s,)>0

esitsizligi gecerlidir.

Not. Bu esitsizlik

( p_l) Szp - pszp_lsl > Slp

seklinde de yazilabilir.
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4. GREINER VEKTOR ALANLARI

4.1. Temel Tanim Kavramlar

[0 2™ uzaymda herhangi bir W noktas1, n>1 olmak iizere,

w=(z,1)=(xy,l)ed"x0"x0

seklinde verilir. W noktasinin orijine uzakligi

p=p(w)=(" +17)

olarak tanimlanir.

[ 2" yzayinda vektor alanlar, k>1 ve j=1,2,...,n igin

%20 V= 2k ||
ol 0Y; !

0 2%k-2 O

]

(4.1)

(4.2)

seklindedir (Greiner, 1979). Burada, |z|=«/|x|2+|y2 =\/x12 Fooet XAy Aty

ve le [ dir.

Greiner vektor alanlarinda gradyan operatorii

(4.3)

seklinde verilir. Verilen gradyan vektorii, [ 271> deki her nokta icin 2n boyutlu bir

vektor alani olusturur. [ 2" deki alt-Laplace operatdr ise
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A =V, -V, :i(xfwf) (4.4)
=

seklinde tanimlanir. (4.4) ile verilen operator literatiirde Greiner operatorii olarak
adlandirilir. k =1 olmasi durumunda A, operatorii Heisenberg grubundaki alt-

Laplace operatore indirgenir.

u:02™ -0 tiirevlenebilir bir fonksiyon ve p>1 olsun. [ °"* deki p-—alt-Laplace

ve p —biharmonik operatorler sirasiyla

b2
p

_ [ixj((xju)z+(Yju)2)} Xu|s [Zv ((Xju)2+(Yju)2)Tp2Yju

ve
p-2
A u=A, (|Aku| Aku)
seklindedir. Greiner vektor alanlarinda p —Laplace denkleminin temel ¢ozimii

(r-Q)

u ={ p",  eger p=Q,

p
—In p, eger p=Q,

seklindedir. w0 igin u  fonksiyonu, [1*"*\{0} iizerinde, p-—harmoniktir. Yani,

—A U, =0 denklemi [1***\{0} iizerinde saglanir (Zhang vd., 2003).

Simdi diferansiyel bir 6zdeslik ispat1 ile verilecektir.
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Onerme 4.1. Tirevlenebilir u

sadece p degiskenine bagli olan bir fonksiyon

wWe (D antl \{0}) icin

esitligi gegerlidir.

Ispat: 02" de gerekli tiirev islemleri ile her j=1,2,...,n igin

2k-2 8_p
ol

]

0
TERES

op k-2 Op
Yu(p)= [a_xj_Zka C

olur. Buradan hareketle gerekli hesaplamalar yapilarak,

: D 2n+l

O (18 y2\ak Lopek-t X 7%
a_xjp (|Z| I ) | | H p4k—1 X
0 4K : ak-1 Y 72
A= |2 4k I I )
2 e i,
ve
2t 2 e
a’” T2k

durumda,

— [l fonksiyonu radyal bir fonksiyon, yani

her

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

kismi tiirevleri elde edilir. (4.8), (4.9) ve (4.10)’daki kismi tiirevler (4.6) ve (4.7)

esitliginde yerlerine yazildiginda
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ve

4k-2 4k-2

z z .
YJU(P){myj —Zka,}u (p)

P P

esitlikleri bulunur. Sonug olarak ifade edilen

n (] 742 4k-2 Z4k—2 74k-2 2 , )
~ 4 - p4k = X; +2K— p4k = Y p4k 1Y 2k a1 X (u (,0))
i
Z8k=4 , 742|121 )
—[pgk_421(x, +y,-) S 2%, )j( '(»))
=
724 2
=[p2klu (p)]

esitligi elde edilir. m

R>0 i¢in p-agik yuvarnt By Z{WED ) p< R} seklinde ve p—Kkiiresi
OBy = {WeD M p(w)= R} olarak verilir. 0<R, <R, <+00 igin D=B; \By

ve ¢el'(D) olsun. Amacimiz, verilen bir D halkasi iizerinde, ID¢(W)dW

integralini hesaplamaktir. D halkas tizerindeki herhangi

=(21)=(xY.1):=4(.0.0,0,.....05,.,)

noktasinin kiiresel koordinatlardaki gosterimi
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1

X = p(sin@)* cos o,

y; = p(sin ¢9)ﬁ sin @, coso,,

X, = p(sin 9)ﬁ sin g, sin, cosb;,

y, = p(sin 49)ﬁ sin g, sin @, sin 6, cos 6,

X, = p(sin@)*sing,sind,sing; ...sin b, _,cosb,, ,,

Y, = p(sin H)i sing;sing,sin g, ...sinG,, ,sinb,, ,,

| = p** cos @

seklinde ifade edilir. Burada, 6<(0,7), j=12,...,2n-2 igin Hje(O,ﬂ),

0<6,, <27 ve R <p<R,’dir. Yukaridaki tanimlanan déniisiim operatériiniin

Jakobiyeni J(¢) ile gosterilir ve

n—k
k

9 (¢)|=p " (sin0)

sin®""2@,...sin%@,, ,sind,, ,

olarak hesaplanir. Bu nedenle hacim diferansiyeli asagidaki iliskiyi karsilar:
n—-k
dw=p%dp(sing) k d@sin®"?0,...sin* G, ,sinb,, ,d6,...d6,, ,db,, ;.

P
Burada Q =2n+2k homojen boyuttur ve p >1icin |z|” = pP (sin@)2 olur. Eger

|Z|p(2k—1) )
p(2k-1) V(p)=|Vkp| v(p)

formunda ise
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Burada,

27 o1 T . oo .
ynzjo jo...J'O sin?"2¢, ---sind,, ,do---d6, ,do, ,

- 27{ J';sinz"‘zelde)...( j:sin92n_2d92n_2j

[] 2" *deki birim Oklid kiiresinin Lebesgue dlciisiidiir ve

dir (Kémbe ve Yener, 2019).
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5. GREINER VEKTOR ALANLARINDA P-LAPLACE
DENKLEMLERI

5.1. Giris

Bu boliimde ilk olarak, dogrusal olmayan

(2o, (A@val v )V e, ax(ar)
ll u(w,t)=0, 0Qx(0,T), 1)
Lu(w,0)=u, (w)20, @

parabolik probleminin incelenmesinde bize motivasyon veren bazi temel problemler
verilecektir. Burada Qc 1> diizgiin sira sahip smirli bir bolge, 1< p<2,

Vel (Q) ve 0< A(w) ely, () “dir.

Ana probleme iliskin ilk ¢alisma Kombe (2005) tarafindan yapilmistir. Detaylica ifade

etmek gerekirse ele alinan ¢alisma su sekildedir:

(;—u:vk-(|vku|“vku)+v (w)uP™, Qx(0,T),
4 u(w,0)=u,(w)=0, Q, (5.2)
LU(W,t)ZO, aQx(0,T).

Burada, V e Lt

oo () ve QT 2™ diizgiin smira sahip smirli bir bdlge olmak iizere,
(5.2) problemi i¢in pozitif ¢dzliimiin yoklugunun p 'nin deger araligina ve spektruma

bagli oldugu Cabre ve Martel tekniginden istifade edilerek Koémbe (2005) tarafindan

ispatlanmustir.
Bu calismadan sonra, Greiner vektor alanlarinda tekil potansiyelli parabolik

problemlere olan ilgi daha da artmistir. Ornegin, Ahmetolan (2008) yaptig1 ¢alismada

asagidaki p—Laplace problemini ele almigtir:
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q
[ vl v sv e, ax(or)

4 u(w,0)=u,(w)=0, Q,
L u(w,t)=0, oQx(0,T).

(5.3)

Burada, 1< p<q+1, yel ve V(wt)el,

loc

(Q x(O,T)) zamana bagli bir tekil

potansiyel fonksiyondur. Ayrica u,fonksiyonu 6zdes sifir degildir.

5.2. Pozitif Coziimiin Yoklugu

Tamim 5.1. K 'nin disinda kalan, siirekli yerel pozitif ¢éziimler asagidaki 6zellikleri
saglamaktadir.

(1) K, Q bolgesinde Lebesgue 6l¢iimii sifir olan kapali bir alt kiime,
(i)  u:[0,T)—L(Q) fonksiyonu T >0 degerleri i¢in siirekli,
(i) (xt)>u(xt)eC((Q\K)x(0,T)),

(iv)  (Q\K)x(0,T)bolgesi iizerinde u(x,t) >0,

v) lim_yu(.t)=u,
(vi) U, (5.1) denkleminin ¢6ziimii olmak iizere, V,u e L (Q\K).

Eger U ¢dziimii (i), (ii),(iii), (iv),(v) ve (vi) ifadelerini sagliyorsa, K *nin disinda

kalan genellestirilmis pozitif ¢oziim denir. Eger K =& ise U ¢odziimii genellestirilmis

pozitif yerel ¢oziim olarak adlandirilir (Kombe, 2005).
Oklid tipi L? Sobolev esitsizligi Greiner vektor alanlarindaki diizgiin smirlara sahip

siirlt bir  bolgesinde de gegerlidir (Capogna v.d., 1993; Lu, 1994). Bu esitsizlik

asagidaki formda verilebilir:
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Teorem 5.2 (Sobolev Esitsizligi) Qcl ™" simrli bir bélge olmak iizere, 1< p <Q

ve q - olsun. O halde, herhangi ¢eC; () fonksiyonu igin

1

( '[Q‘¢(w)‘qdw): <C,, ( jg\w(w)\"dw)p

esitsizligini ger¢ekleyen pozitif bir Cp’Q sayis1 vardir (Capogna v.d., 1993; Lu, 1994).

Ana problemi vermeden once, problemin ispatinda kullanacak olan Onemli bir

esitsizlik ispati ile verilecektir. Bu teoremin ispatinda Holder ve Sobolev esitsizlikleri

kullanilmuastir.

Yardimer Teorem 5.3. Q[ ™ simirli bir bolge olmak iizere, 1< p <Q degeri igin

M el (Q) ve peC;” (Q) olsun. Bu takdirde, herhangi ¢ (0,1)say1 i¢in

&
L M (W)‘q)‘pdw < s uvm(w)‘p dw +C (8)'[9‘¢(W)‘pdw
esitsizligini ger¢ekleyen bir C (6‘) > 0 sabiti vardir (Kombe, 2005).

Kamt. Hemen hemen her weQ igin (M) fonksiyon

M, (w):=min{M (w),n} seklinde tanimlansin. O halde,
n—> oo iken [M,-M| % —0

olur ve buradan

[ Mg aw<] M, ~M]|g|" dw +n[ [g dw

esitsizliginin gecerli oldugu goriiliir. Buradan, Holder esitsizligi yardimi ile
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(Q-p)

Jo M aws ([ IM, =M cw A ([, 107 dw) e[, g (55)

esitsizligine ulagilir. 1< p<Q ve ¢eC;’ (Q) icin Greiner vektor alanlarindaki sinirl

Q) bolgesinde gegerli olan Sobolev esitsizligi yardimi ile

(J‘Q|¢|‘%-mdw)@% <C!, J.Q‘Vk(/ﬁ(w)‘ Pdw

esitsizliginin gegerli oldugu pozitif bir C;Q sabitinin oldugu goriiliir. Bu esitsizlik

(5.5) ifadesinde kullanirsa
MIgPdw<Cro ([ (M. M dw] [ v’ "d
Jo Mg aw=Cro ([ M, ~M|"dw] " [ |V, g" dw-n] |g"dw

esitsizligi elde edilir.
lim, ., M, ~M]; =0

oldugundan, verilen her & €(0,1) degeri ve yeteri kadar biiyilk N sabiti i¢in

o . Ve £
M, -M[fdw) < —&
(U | ) (1-£)Cpq

esitsizligi saglanir. Byle bir n sabiti i¢in C(&)=n segilirse beklenen (5.4) sonucu

elde edilir. m

Problem. QcO*" diizgiin smrlara  sahip sl bir  bdlge  olsun.

0<A(w)ely, () veV(w)ely, (Q) olmak iizere,
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Dy, (A v @, exen),
| u(w,t)=0, 0Qx(0,T), (6)
Lu(w,0)=u, (w)=0, @

dogrusal olmayan parabolik probleminin pozitif ¢6ziimii hangi kosullar altinda yoktur?

Teorem 5.4. k>1 ve Q=2n+2k olmak iizere

2(31 < p<2 olsun. Ayrica K,

diizgiin sinirlara sahip sinirh bir Q<0 **" bolgesinde Lebesgue dlgiisii sifir olan

(Q\K) ve V (w) e L, (Q\K) olsun.

loc

kapali bir alt kiime olmak iizere, 0 < A(w) € L

loc

Eger, baz1 & >0 degerleri i¢in

.[Q(‘9+A(W))|Vk¢| dw I w)|¢|"dw

inf =—00
0#4eCy(Q\K) J‘ |¢| dw
Q

oluyorsa, (5.6) probleminin K ’nin disinda kalan genellestirilmis yerel pozitif ¢6ziimii

yoktur.

Ispat. Teoremin ispati olmayana ergi ispat yontemi ile yapilacaktir. Herhangi T > 0
sayist igin u:[0,T)— L'(Q) fonksiyonu (Q\K)x(0,T) bélgesinde, u, >0 olan

ancak 6zdes olarak u= 0 olmayan, (5.6) probleminin pozitif bir ¢6ziimii olsun.

ou - -
-V -(A(w)|Vku|p 2Vku)+v (w)u™
p
esitliginin her iki tarafi, ¢eC; (Q\K) olmak iizere, L|l¢;|"1 test fonksiyonu ile

D n+l

carpildiktan sonra Qc bolgesinde integre edilirse,
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ou |¢| 1 od o
-[Qﬁt uh™ = jQat(z p|¢|] —padt U7 Il aw

oldugundan,

1 d u’™" |¢|” dw = J' v, ( w)|V,ul® v u)|¢| dW+I (w)|g|" dw

2—pdte

(5.7)

sonucu elde edilir. Bu esitligin sagindaki ilk integrale kismi integrasyon

uygulandiginda integral asagidaki sekli alir:

=¥ (A >WW“Vu{MJ““IMwwM“vNV{ﬁp

L ile ifade edilen integraldeki i¢ ¢arpim
p-1
V" V,u-v ["1" J o[V, 2|¢| V-V, |f~(p- 1)""" v,ul°

olarak hesaplandiginda

p-1
P2 |¢| V-V, |¢ldw

L= (p-0)], Av, -] v,y

esitligi bulunur ve buradan Cauchy-Schwarz esitsizligi yardimi ile

L2(p-1)[ AWV, u|p|¢| dw-p [ AWV, Vg5 L

sonucu elde edilir. p>1ve s =s, pozitif reel sayilar olmak {izere,
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=]
s/ —s; —ps; " (s,—s,)>0
elementer esitsizliginin gecerli oldugu bilinmektedir. Bu esitsizlik

( p_l) Szp - pszpilsl > = Slp

seklinde yazildiktan sonra s, := A”P (W)‘Q Vul ve s =A""(w)|V,g| degerleri i¢in
u

uygulandiginda

B p|¢| 1 |¢|“
(p-D)J, AWIVul" -5 dw—pf AWVl [V, 659

—_[ w)|V, 4| dw
esitsizligi elde edilir. (5.8) ve (5.9)’daki ifadeler birlestirilirse
L>—[ A(W)|V,¢|" dw (5.10)

sonucu bulunur. (5.10) sonucunun (5.7) esitliginde kullanilmasiyla elde edilen

1 d

ol 7 dw> [ AWV dws [V (w)lgf cw

integral esitsizligi, 0<t, <t, <T olmak iizere, t degiskenine gore t,’den 1, *ye kadar

integre edilirse,

ISl 16 cw = (07 () - ) o

oldugundan,

[ V(w)g"dw—[ AwW)[Vg["dw<S[ (u*P(wt,)-u*" (wt))lg dw  (5.12)
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seklindedir. Q <p<2 oldugu

1 2
(2-p)(t,-t,) Q+1

dikkate alinarak, f(u)=u(27p)Q/p konkav fonksiyonu icin Q bolgesinde Jensen

esitsizligi elde edilir. Burada S :=

esitsizligi uygulandiginda

J (w7 () dwsc (@ [ u(m)aw)

esitsizligi elde edilir. Burada, Q bdlgesi simrh oldugundan |Q| sonludur. Ayrica

u(w,t) e L'(Q) oldugu bilindiginden,

<o

)((ZP )Q)/p

C(|Q|)(L2u(w,ti )dw
olur ve dolay SIdIDE
P (wt)eLP(Q) 12
demektir. Buradan da
(10 (w,) — 02 (wt)) < L ()

sonucu elde edilir. Simdi, u*® (w,t,) — u*®(w,t,) fonksiyonu i¢in Yardime: Teorem

5.3 kullanilirsa; herhangi 0 < £ <1 sayist i¢in
Sjgz(uz’p (w,t,) = u?®(w,t,))|g|" dw< SJQ|Vk¢|p dw+C (g)jQ|¢|de

esitsizliginin saglandig1 pozitif bir C (8) reel sayisinin oldugu goriiliir. Elde edilen bu

son esitsizlik (5.11) esitsizliginde kullanildiginda
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[V (W)l dw—[ AW)[V,g"dw <[ [V g dw+C (g)jg|¢|pdw
iligkisi ve dolayisiyla

J.Q(,9+A(W))|Vk¢|pdw —_[QV(W)|¢|de (s
Jolol"dw

esitsizligi bulunur. Burada C(&) >0 sonlu bir say1 oldugundan soldaki Rayleigh orani

alttan sinirlidir ve dolayisiyla sonlu bir infimuma sahiptir. Buradan

o L(er AWV dw [V (w)lgfdw

0#4eCy (Q\K) J‘ |¢| de
Q

sonucu elde edilir ve boylelikle ispat tamamlanir. Yani, (5.6) probleminin pozitif

¢Ozlimii yoktur. m
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6. GREINER VEKTOR ALANLARINDA HARDY TiPi
ESITSIZLIiKLER VE BAZI UYGULAMALAR

Bir fonksiyonun kendisi ile tiirevlerini kapsayan integral esitsizlikleri; diferansiyel
denklemler, harmonik analiz ve matematigin benzer pek ¢ok alaninda farkli bigimlerde
yillardan beri karsimiza ¢ikmaktadir. Ozellikle tekil potansiyele sahip dogrusal veya
dogrusal olmayan bazi kismi diferansiyel denklemlerdeki ¢oziimlerin arastirilmasinda

tiirev operatorleriyle ilgili olan esitsizliklerin rolii olduk¢a miithimdir.

Bu esitsizliklerin en 6nemli temsilcilerinden biri olan Hardy esitsizligi Greiner vektor

alanlarinda su sekilde verilir: 1< p <Q ve ¢eC/’ (D ant \{O}) olmak tizere,

P P(2k=1) | 1p
VMWWZ(HJ J‘“(%j %dw

P P

J.[ 2n+l

esitsizligi gecerlidir (Zhang ve Niu, 2003).

Tezin bu bolimiinde radyal olmayan agirlik fonksiyonlarina sahip iki farkli Hardy
esitsizligi elde edilecek ve bu esitsizliklerin biri i¢in bir uygulama problemi
verilecektir. Elde edilen ilk Hardy esitsizligi su sekildedir.

Teorem 6.1. Q c[] *™** diizgiin smira sahip smirli bir bolge olmak iizere,
2 101
JQ V. g dw > " J‘Q Eyﬁzdw

esitsizligi her ¢ e C;’(Q) fonksiyonu i¢in saglanir.
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Ispat. s bir reel say1 olmak iizere,

2

<

>0

k(x1)¢

V.g+s
X

ifadesini ele alalim. Bu ifade

2

<

N—"

(X
X,

V.g+s @

=|V. g + 25V, ¢-£Vk>gxi)¢J+

seklinde acilip sagdaki esitsizlik QQ bolgesinde integre edilirse

[ {|vk¢|2 ; 2svk¢.[vk)2x1) ¢J+s2 wd dw>0 6.1)

olur. Bu ifadedeki ortadaki terime kismi integrasyon uygulanirsa

(B (4

[, 9V, -[ka(lxl)]dw

- % g (6.2)

sonucu elde edilir. (6.1) ile (6.2) ifadeleri birlikte diisiiniildiigiinde,

2
J'Q |Vk¢|2dw+s_|'9%¢2dw +52J'QW¢2dwz 0 (6.3)

esitsizligi bulunur. (6.3) ifadesinde |V, (x1)|2 =1 oldugundan, bu esitsizlik
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.[Q|Vk¢|2 dw > —(52 + s)jQ % $*dw (6.4)

seklinde yazilabilir. (6.4) ifadesindeki f (s):=—(s*+s) fonksiyonunun maksimum

1 : .
degeri " oldugundan ispatlanmak istenen

2 1,1 ,
_[Q|Vk¢| dw > ZL?E¢ dw

esitsizligine ulasilir. m

Teorem 6.2. Q= Bl(O) 0™ olmak iizere,

.[ |Vk¢| dw>—_[ ¢dw——.[ ; ——¢’dw
log® = X; ng

esitsizligi her ¢ € C; (Q) fonksiyonu i¢in gegerlidir.

Ispat.s bir reel say1 olmak iizere,

ifadesini ele alalim. Bu ifade agilip Q bolgesinde integre edilirse
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_ -
vV, [Iog 1} vV, [Iog >1<1j
[ ||V +25v,- 574|452 # | dw >0 (6.5)
Iogl IogZl
X X

integral esitsizligi elde edilir. Kismi integrasyon ve temel tiirev alma iglemleri ile

vV, (Iog )1(1) vV, (Iog )1(1}
ZIQng/ﬁ- —1¢ dw=jgvk¢2- — dw
log— log—
X X
Vkilog)l(
:—J.Q¢2Vk. —ll dW
log—
Xl
1 ) 1 .
:.[Q y , 1 ¢ dW_J’Qﬁ¢ dW (66)
X; log=— X; Iog;
1

.fQ|Vk¢|2 dw+ sJ‘Q;zlgﬁzdw— SJQ

2log? =
X19X1

ifadesi elde edilir.

oldugundan, son esitsizlikten
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J.Q|Vk¢|2 dw>—(s+ sz)jg;¢2dw+s'[Q

esitsizligine ulagihr. Bu esitsizlikteki f (s):=~(s+s”) fonksiyonunun maksimum

.1 . 1 :
degerinin 1 oldugu ve fonksiyonun bu degere S = -3 noktasinda ulastigi dikkate

alindiginda ispatlanmak istenen

'[ |Vk¢| dw>—j ¢dw——.[ 1 ——¢*dw
log® = X lo 92

esitsizligi elde edilir. m
Simdi Teorem 6.1’deki Hardy esitsizligi i¢in bir uygulama problemi verelim.

Sonu¢ 6.3. Qcl®" diizgiin 6Q smirma sahip smirl bir bolge olmak iizere,

0<V(w)el(Q), p>0ve ,u<% olsun. Bu takdirde,

1
Ak — :V p, Q,
¢+ﬂ&¢ (w)¢ (6.7)

$=0, oQ
dogrusal olmayan Dirichlet sinir deger probleminin pozitif ¢ ¢oziimii yoktur.

Ispat. Teoremin ispat1 geliski yontemi ile verilecektir. Kabul edelim ki ¢ fonksiyonu

(6.7) probleminin pozitif bir ¢6ziimi olsun.
1 p
Mz 9=V (W)

denklemi ¢ fonksiyonu ile ¢arpilip Q bolgesinde integre edilirse
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j GA P dw——,uj ¢ dw+_[ w) ¢"dw (6.8)

esitligi elde edilir. Kismi integrasyon ile
[ ongdw=[ gV g-nds—[ Vg dw=-[ [v,g[ dw

olur ve Teorem 6.1’deki
2 171
IQ|Vk¢| dw > Z.[ngﬁzdw
Hardy esitsizligi yardimi ile
1 1,2
jQ¢Ak¢dws—Z IQE [ dw (6.9)
sonucu elde edilir. Diger taraftan, (6.8) esitligi ile (6.9) esitsizligi birlestirildiginde
dw>| ¢A ¢d d p+ld
——Q z|¢| w> [ gAgdw=—u —¢ w [V (w)gPdw
iliskisi ve dolayisiyla

(u——jj 7 |l dw= [V (w)g?'dw>0

1
esitsizligi elde edilir. 'U<Z oldugu dikkate alindiginda son esitsizligin sol tarafi

negatif olacagindan ¢eliski elde edilir. Dolayisiyla varsayimimiz yanligtir. Verilen

problemin pozitif ¢6ziimii yoktur. m
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7. SONUC VE ONERILER

Bu calismada 6ncelikle, Greiner vektor alanlarinda

(2‘: Vk( w)|V,ul” Vu)+V( Jut, Qx(0,T),
u(wt)=0, aQx(0,T),

(
(w

ey

,0)=u,(w)=0, Q

dogrusal olmayan p— Laplace probleminin pozitif ¢6ziimiiniin yoklugu incelenmistir.

Daha sonra, radyal olmayan agirlik fonsiyonlarina sahip

2 11 ,
IQIVk¢| dwzzjgg¢ dw (7.1)
ve
> 1 1 o1 1 ,
X, log Z X, log—

Hardy esitsizlikleri elde edilmistir. Son olarak,

Agruo=V (W o

#=0, oQ

Dirichlet sinir deger probleminin uygun kosullar altinda pozitif ¢c6ziime sahip olmadigi

(7.1) ile gosterilen Hardy esitsizliginden faydalanilarak ispatlanmistir.
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