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OZET
Doktora Tezi

BASLANGIC VE SINIR KOSULLARINA SAHIP BAZI LINEER OLMAYAN
KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCIN SIMETRI ANALIZi

Giilistan ISKENDEROGLU

Istanbul Ticaret Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Prof. Dr. Dogan KAYA
2020, 90 sayfa

Bu doktora tezinde, lineer olmayan kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemler
ile modellenmis problemlerin ¢6ziimiine odaklandik. Calisma siiresince, lineer ve
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek icin klasik
doniisiim yontemlerinin biri olan Lie grup (simetri) yontemi ele alinarak bazi lineer
olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin analitik ¢coziimlerini elde ettik
ve korunum kanunlarimi inceledik. Ayrica, Caputo tiirev operatorii iceren kismi
diferansiyel denklemlerin baslangi¢ ve sinir deger problemleri i¢in Lie grup teorisini
olusturduk. Bunun yani sira difiizyon olayinin matematiksel modeli olan zaman-kesirli
Harry-Dym denklemlerinin baglangi¢ sinir deger problemlerine Lie grup yontemini
uygulayarak, klasik dalga doniisiimii kullanmadan, baz1 cebirsel formda olan analitik
cOziimler elde ettik.

Anahtar Kelimeler: Caputo tiirevi, Lie simetri yontemi, lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemler icin baslangi¢ ve sinir deger problemi, Riemann-Liouville
tiirevi.
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ABSTRACT

Ph. D. Thesis

SYMMETRY ANALYSIS FOR SOME NONLINEAR DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH INITIAL AND BOUNDARY CONDITIONS

Giilistan ISKENDEROGLU

Istanbul Commerce University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Dogan KAYA
2020, 90 pages

In this doctoral thesis, we focused on the solution of problems modeled by nonlinear
fractional derivative partial differential equations. In the study process, we obtained
the analytical solutions of some nonlinear fractional order differential equations by
using the Lie group (symmetry) method, which is one of the methods of classical
transformation methods to obtain solutions of linear and nonlinear partial differential
equations, and also investigate conservation laws. Also, we created Lie group theory
for the initial and boundary value problems of partial differential equations containing
Caputo derivatives. Therewithal, by applying the Lie group method to the initial
boundary value problems of the time-fractional Harry-Dym equations, which is the
mathematical model of the diffusion event, we have obtained some analytical solutions
algebraic form without using classical wave transformation.

Keywords: Caputo derivative, Initial and boundary value problems for nonlinear
partial differential equations, Lie symmetry method, Riemann-Liouville derivative.
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Kdv Korteweg-de Vries

KmDD  Kesirli mertebeden diferansiyel denklem
KmKDD Kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklem
loKDD  Lineer olmayan kismi diferansiyel denklem

vil



1. GIRIS

Diferansiyel denklemler, dogrudan matematigin bir konusu olmakla birlikte,
uygulamada teknolojiden ekonomiye, fizikten, miithendisligin ¢esitli alanlarina kadar
pek cok yerde karsimiza c¢ikmaktadir. Yani, dogadaki bir¢ok olay diferansiyel
denklemler kullanilarak modellenebilir. Bununla birlikte, dalga siire¢lerini
modellerken, genelde, matematiksel bir bakig acisindan, daha karmagik olan lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemler (kisaca loKDD’ler) ortaya ¢ikar. Diferansiyel
denklemlerin, oOzellikle lineer olmayan denklemlerin c¢oziimii ve analizi ig¢in
yontemlerin gelistirilmesi, fen bilimlerinin ve miihendisligin en 6nemli konularindan
biridir. Bugiine kadar, tam ¢oztimleri olusturmak i¢in cesitli yontemler gelistirilmistir,

ancak bu yontemler yeterli genellige sahip degillerdir.

Gardner ve arkadaslarinin (1967) calismas1 onemli bir atilim olmus ve lineer olmayan
Korteweg-de Vries (KdV) denklemi ve Sturm-Liouville operatorleri arasinda derin
bir baglanti bulunmustur. Olusturduklar: ters sacilma yontemi ile lineer olmayan
denklemler, tam integral problemlerinin yardimui ile lineer problemlere indirgenmis ve
bu yontemin olduk¢a verimli oldugu ortaya ¢ikmistir. Goriildiigii gibi, ters sagilma
yontemi, lineer olmayan adi diferansiyel denklemler, l1oKDD, fark denklemleri,
integro-diferansiyel denklemler ve diger denklemlerin genis siniflarina uygulanabilir.
Bu yontemle birlikte uygulanan bircok onemli doniisiim yontemleri gelistirilmisgtir.
Onlardan bazilar: iistel fonksiyon yontemi (Zhang, 2007), tanh-fonksiyonu yontemi
(Parkes ve Duffy, 1997; Ugurlu ve Kaya, 2008), Hirota’nin bilineer operatorleri
(Hirota ve Satsuma, 1981), homojen denge yontemi (Wang, 1995; Kaya, 1999),
(%) - genigleme yontemi (Wang vd., 2008; Yokus, 2017), auto-Béacklund doniisiim
yontemi (Kaya vd., 2020; Yokus, 2020), (é) acilim yontemi (Yokus ve Kaya, 2015)
seklindedir. Ancak doniisiim yontemleri arasinda en genel olanlardan biri de simetri

yontemidir.

Simetri, bir anlamda uyum, diizen, kanun kavramlariyla esanlamli olup, doganin en
temel Ozelliklerinden biridir. Tamamen geometrik bir kavramdan, doga yasalarinin
altinda yatan temel bir kavram haline gelmistir. Bu kadar onemli bir kavram olan
simetri, bilimsel bilginin neredeyse tiim alanlarina yansir. Goriinen sadeligine ragmen,

simetri ¢alismasi zor bir konudur, bu nedenle uzun siire teorik olarak sadece felsefi
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bir kategori olarak incelenmistir. Bununla birlikte, Klein ve Lie’nin (Klein, 1872;
Lie, 1888) calismalarinin etkisi altinda, simetrinin her seyden once belirli cebirsel
veya geometrik iligkileri koruyan bir dizi iglem icin birlestirici bir kavram oldugu
anlagilmigtir. Simetri, grup kavrami ile ayrilmaz bir sekilde baglantilidir. Bir yandan,
bilinen doga yasalar1 cercevesinde karmagik problemlerin ¢oziimiinde yardimci bir rol
oynarken diger yandan, yeni olaylarin modellerinin olusturulmasinda temel bir arag

gorevi goriir.



2. LITERATUR OZETI

Yiiz yildan fazla bir siire once, Norvecli matematik¢i Sophus Lie (1842-1899)
caligmalarinda siirekli doniisiim gruplarini aragtirmaya baglamistir. Baslangicta, bu tiir
yapilar, Galois teorisinde ifade edilen grup teorisinin cebirsel denklemlerin ¢oziimiinde
bagartyla uygulanmasi, diferansiyel denklemler i¢in bir tiir Galois teorisi analogu
olusturma girisimi ile baglantili olarak ortaya cikmustir. Diferansiyel denklemler
teorisindeki gruplar, cebirsel denklemler teorisinden biraz farkli bir yer olsa da,
Lie tarafindan baglatilan ¢aligmalar, simdi matematigin bir¢ok alt alani ile yakindan
baglantili olan Lie gruplari teorisinin olusturulmasina yol agmistir. Bu yeni teorinin
ana giicii kullanigli, yani neredeyse tiim diferansiyel denklemler tizerinde uygulanabilir
olmas1 ve algoritmik olmasidir. Keyfi yiiksek mertebeli sistemler ic¢in lineerlik ve
hiperbolik 6zelliklerinden bagimsiz olarak cesitli diferansiyel denklemlere basariyla
uygulanabilir. Temel gereksinim, denklemin simetri grubuna sahip oldugunun agikar
olmamasidir. Bu gereksinim yapay degildir. Cogunlukla gercek hayat olaylar1 i¢in
matematiksel modellerin simetri problemlerinin formiilasyonu, modelin gerceklestigi
uzaym homojenligi ve izotropisi, fiziksel siireclerin Galileo ve Lorentz de8ismezligi

gibi ozelliklerinde gomiiliidiir.

Lie’den sonra bu yontem bir¢ok bilim insam tarafindan calisilarak ileri asamalara
tasinmustir. Lie grup yontemini kullanarak, loKDD’nin tam ¢6ziimlerinin bircogu elde
edilebilir. Dogadaki fiziksel olaylarin cogunlugu lineer olmayan model denklemlerin
cOziimiinii aragtirmaya dayanmaktadir. Ancak genel ¢6ziimii bulmanin daha zor oldugu

kesirli tiirevli lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler ile de karsilasiimaktadir.

loKDD’lerin tam ¢oziimlerini elde edebilmek i¢in genel bir teori olmamasi, pek ¢ok
0zel durum degiskenin uygun doniisiimlerinin kullanilmasina yol agmigtir (Drazin ve
Johnson, 1989). Aslinda, doniisiimler belki de bu alandaki mevcut en giiglii aragtir.
Lie grup analizinin temel amaci, Lie simetri grubu olan, yani bu yontem altinda
degismeyen diferansiyel denklemleri, bagimli ve bagimsiz degiskenlere uygulanan
doniisiimler altinda diferansiyel denklemi degistirmez birakan sonsuz kiiciik iiretecleri
bulmaktir. Daha sonra elde edilen her iiretece karsilik gelen doniigiimii kullanarak
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde etmektir (Ibragimov, 2004; Ovsyannikov,

1982; Olver, 2012).



Simetri kullaniminin bir diger alani, belirli bir sinif denklem sistemleri i¢in korunum
kanunlarimin inga edilmesidir. Korunum kanunlart uygulamada ve fizikte Onemli
rol oynamaktadirlar. Enerjinin korunumu yasasi, enerjinin kararliligini belirler.
Momentumun korunumu yasasi, hareketin dokunulmazligini, 6teleme hareketinin
yikilmazligint belirler. Acisal momentumun korunumu yasasi, donme hareketinin
kararliligin1 belirler. Coulomb etkilesimini belirleyen yiikiin korunumu yasasi ise,
yercekimi etkilesimi ile birlikte diinyanin yapisim belirler. Kismi diferansiyel
denklem sistemlerinin korunum kanunlarimi olusturmak i¢in en iyi bilinen teknik
Noether’in birinci teoremine dayanmaktadir. Noether teoremi, varyasyonel kismi
diferansiyel denklemler sistemleri icin, yani bir fonksiyonelin Euler-Lagrange
denklemleri olarak elde edilebilen sistemler i¢in koruma yasalarini belirlememize izin
verir. Ayrica, korunum kanunlarim1 olusturma prosediiriinde de sistemin simetrileri
kullanilir. Korunum konunlarinin ingasinda bu yaklasimin avantaji, baslangigtaki
denklem sistemine yapilan grup analizinde, iyi bilinen ve gelismis bir algoritmanin
kullanilmasidir. Yontemin dezavantaji ise orijinal denklem sisteminin varyasyonel

olmasi gerektigi sinirlamasidir.

Son yirmi yilda fiziksel ve kimyasal siireclerin matematiksel modellemesinde giderek
daha fazla kullanilan bir baska denklem tiirii, kesirli mertebeden diferansiyel
denklemlerdir (KmDD). Kesirli diferansiyeli inceleyen teori kesirli analiz, dogadaki
bircok olayin matematiksel modellemesinde yer almistir (Das, 2011; Tarasov, 2006;
Zelenyi ve Milovanov, 2004). Bununla birlikte, KmDD’lerin simetri 6zellikleri ve bu
tiir denklemlerin aragtirilmasi i¢in grup analizi Gazizov vd. (2007) tarafindan yapilmis
grup analizi yonteminin kesirli mertebeden tiirevli denklemlere genisletilmesi, kesirli
tirevin dogasindan kaynaklanan bir takim giicliikleri de beraberinde getirmektedir.
KmDD’i tamsayili mertebeden diferansiyel denklemlerden ayiran birinci 6zellik, bir
kesirli tiirevin integralindeki degisken degistirme ozellikleri ile ilgilidir. Yani, kesirli
tirev operatorii 0zel bir tiirden belirli bir cekirdege sahip ve integro-diferansiyel
operator oldugundan, genel durumda, noktasal doniisiimler operatoriin kendisini
degistirir. Ikinci ozellik, kesirli tiirev operatoriinde sabit bir integrasyon sinir1 olan
bagimsiz bir degiskenin sabit bir referans noktasinin varhigidir. Ugiincii ozellik ise,
kesirli tiirev operatoriiniin yerel olmamasidir. Bu durum, iki fonksiyonun ¢arpiminin
tiirevi ve yani1 sira karmasik bir fonksiyonun tiirevi, bir kesirli mertebeden tiirevi,

integrali ve yerel olmayan degiskenleri iceren sonsuz toplama sebep olmaktadir.
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Gazizov vd. (2007) bu 6zelikleri goz oniine alip Riemann-Liouville ve Caputo tiirevini

iceren KmDD’ler i¢in simetri analizini yapmistir.

Herhangi bir diferansiyel denklemin simetrisinin, c¢oziimler ic¢in denklemin
tanimlandig1 manifoldu degismez birakan bir doniisiim oldugu bilinir. Uygulamada,
Lie grup yontemi, tamsay1 tiirevleri ve kesirli tiirevleri olan diferansiyel denklemleri,
daha az sayida bagimsiz degiskenli denklemlere indirgemektedir. Ancak Lie grup
analizi lizerine yapti§imiz bastaki calisma bize "Peki denklem ile birlikte baslangic
ve sinir deger kosullarin degismezligi nedir?" sorusuna merak uyandirmigtir. Lie’den
sonra Ovsyannikov (1958) mekanik sistemleri temsil eden diferansiyel denklemlerin
davranigt grup analizi yaklagimiyla arastirllmistir. Bu calismada degismez coziimler
kavraminin tanitilmasi ve olusturulmas: icin basit ve etkili algoritmalar ortaya
konmustur. Ayrica, keyfi fonksiyonlar ve parametreler iceren diferansiyel denklem
sistemlerinin bir grup smiflandirmasini olusturmustur. Siniflandirma sonucunda,
parametre degerleri ve fiziksel nicelikleri deneysel olarak belirlenmis, bagimliliklarin
ayirt etmis ve boylece denklem sistemi tarafindan izin verilen grubun genisledigi
goriilmiigtiir. Dahasi, Ovsyannikov 3y, = F(t,x,y,y,) kismi diferansiyel denklemi
ile y(0,2) = ¢(z) baslangic degerini gdz Oniine alip simetri analizini yapmustir.
Daha sonra Bluman (1974) ¢alismasinda y, = F(¢,x,y,y,) denklemi ile verilen
baglangic smir deger problemin simetrilerini bulmak i¢in kosullar belirlemistir.
Lie grup yonteminin, KmDD’lerin arastirilmasi i¢in giiglii, sistematik ve dogrudan
yontem olmasina ragmen baglangi¢ ve sinir degerli KmDD’lerde basarisiz oldugu
icin, baslangi¢ ve sinir degerli KmDD’lere simetri analizi i¢cin uygulanan klasik Lie

teorisinin yeniden diizenlemesi gerektigi gercegi bilinmektedir.



Bu tez ¢calismamizdaki onemli bir motivasyon da

o

C na
Diu=g|x,u—,..,
! g( Oz’ Ox*

), (z,t) € Q CR?

Caputo tiirevli kismi diferansiyel denklemi iceren baglangi¢ ve sinir deger problemleri

i¢in Lie simetri analizi yapmaktir. Burada

CDtaf(t):—>/0t(t—T)”_a_1(%)nf(r)dr, n<a<n+1l, neéeN,

g; x bagimsiz degiskeni ile u bilinmeyen fonksiyonu ve u fonksiyonunun = degiskenine

gore sonlu sayida kismi tiirevlerinin bir fonksiyonudur.

Bu calisma asagidaki bagliklar altinda 6zetlenebilir: Birinci boliimde tez icin giris
verilmis ve ikinci boliimde Lie grup yontemi ve kesirli analiz ile ilgili literatiir taramast

yapilmugtir.

Uciincii boliimde grup teorisinin temel bilgileri verilmis ve ayrintili olarak Lie
gruplarinin tanimi, temel Ozellikleri, gruba ait operatorler, bu operatorler arasindaki
temel iligki, lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler i¢in korunum kanunlarin

tanimi1 ve belirleme yontemi verilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde kesirli analizin temel kesirli integral ve Caputo ile
Riemann-Liouville tiirevlerinin tanimi, 6zellikleri, aralarindaki iligki ve kesirli tiirev

iceren diferansiyel denklemler i¢in Lie grup analizi sunulmusgtur.

Besinci boliimde baslangic ve sinir deger problemleri i¢in Lie grup analizi verilmisgtir.
Burada Caputo tiirev iceren diferansiyel denklemlerin baglangic ve sinir deger
problemleri i¢in olusturdugumuz Lie grup teorisi verilmigtir. Caputo tiirev igeren
bir baslangi¢ sinir deger probleminin simetri tanimi1 ve kosullar1 belirlenip teorem

verilerek ispat1 yapilmugtir.

Tezin altinc boliimiinde Riemann-Liouville tiirev iceren diferansiyel denklemlere Lie

simetri analizinin uygulamasi, elde edilen ¢6ziimler ve korunum kanunlar1 verilmistir.



Burada,
oDf'u = <g<u)um)x )

Riemann-Liouville tiirevli diferansiyel denklemi i¢in elde ettifimiz ¢oziimlerin
sonu¢lar1 yayimlanmistir (Iskandarova ve Kaya, 2017). Bununla birlikte, asagidaki

baglangic sinir deger problemi ele alinmig

G+ P(u"), = Q1) (u")aer
u(t,0) = U(t), t € 10,17,
u(0,z) = ®(z), r € RT,

burada u(t, x), (t,z) € [0,T] xR, T > 0,0 < o < 1, P,Q € R keyfi sabitler ve n #
1 € R icin bir fonksiyon olacak sekilde genellestirilmis KdV diferansiyel denkleminin

sonsuz kii¢iik tireteci ve korunum kanunlar1 sunulmustur (Kaya ve Iskandarova, 2019).

Yedinci boliimde ise Caputo tiirev iceren baslangic sinir deger problemleri igin

olusturdugumuz Lie grup teorisinin uygulamasi verilmistir. Burada basta kesirli

“Diu = (A(w)ug) e,

zaman-kesirli Harry-Dym denklemi i¢in

u(t,0) = f(t), t>0,
u(0,z) = g(z), x>0,

baglangic smir deger problemi i¢in sonsuz kiiciik iireteci ve simetri problemleri
verilmistir (Iskenderoglu ve Kaya, 2019). Daha sonra Caputo tiirevli difiizyon
denklemi ve 3. mertebeden diferansiyel denklem icin baglangic sinmir deer

problemlerin simetrileri sirasiyla,

(-2 o
u(t,z) = p+\1/2( ( p> art™h

2-pl1-%—-0) ’

p



a+1 q3F(1 - %) _a 3
ulhe) = \/3(3—q><3+q>r<l—§—a>t o

elde edilmigstir. Ayrica bu c¢oziimlerin tekligi icin teorem verilerek bu teorem

ispatlanmistir (Iskenderoglu ve Kaya, 2020).

Ayrica bu ¢alismadaki sonuglarin bir kismi1 asagidaki dergilerde yayimlanmistir:

e Iskenderoglu, Kaya, 2020. "Symmetry Analysis of Initial and Boundary Value
Problems for Fractional Differential Equations in Caputo Sense", Chaos,

Solitons and Fractals, 134, 109684.

Kaya, Iskandarova, 2019. "Lie Group Analysis for Initial and Boundary Value
Problem of Time-Fractional Nonlinear Generalized KdV Partial Differential

Equation", Turkish Journal of Mathematics, 43(3), 1263—1275.

Iskandarova, Kaya, 2017. "Symmetry Solution on Fractional Equation", An
International Journal of Optimization and Control: Theories & Applications,

7(3), 255-259.

Iskenderoglu, Kaya, 2019. "Symmetry Analysis and Conservation Laws of
the Boundary Value Problems for Time - Fractional Generalized Burgers’
Differential Equation", Fundamental Journal of Mathematics and Applications,

2(2), 139-147.

Iskenderoglu, Kaya, 2019. "On Lie Group Analysis of Boundary Value Problem
with Caputo Fractional Derivative", Sigma Journal of Engineering and Natural

Sciences,10(3), 369-376.

Ayrica Firat Universitesi tarafindan organize edilmis olan CMES-2017 konferansina

sunum ile katilip, elde edilen ilk sonuglar "Symmetry solution on fractional

equation" makalesi ile yayilanmustir. Istanbul Teknik Universitesi tarafindan organize

edilmis olan SDEA-III konferansinda "Group Analysis Method for Time- Fractional

Nonlinear Generalized Burger’s Differential Equation" baglikli sunum yapilmistir.

Daha sonra Yildiz Teknik Universitesinde diizenlenen ICOMAA 2018 ve ICOMAA

2019 konferanslarina katilim gergeklestirilmis sirasiyla "Lie Group Analysis and
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Galilean Group Analysis for Partial Differential Equations" caligmalart sunulmusg
ve "On Lie Group Analysis of Boundary Value Problem with Caputo Fractional
Derivative" calismasi yaymlanmistir. Kibris’ta Yakin Dogu Universitesinde organize
edilen ICAAM 2018 konferansta "An Application for Time-Fractional K(m,m) Model
Equations by Symmetry Method" c¢alismasi sunulmustur. Bu bildirilere ilaveten
Kirsehir’de ICAA 2018 konferansa sunum ile katilim gerceklestirilmis "Symmetry
Analysis and Conservation Laws of the Boundary Value Problems for Time-Fractional
Generalized Burgers’ Differential Equation” baglikli sunum daha sonra makale olarak

yayinlanmisgtir.



3. GRUP TEORISI

3.1. Simetri ve Grup Kavramlari

Diferansiyel denklemlerin simetrilerini anlamak i¢in daha basit nesnelerin simetrilerini
dikkate almak yararlidir. Basitce izah etmek gerekirse, geometrik bir nesnenin simetrisi
bir nesneyi goriiniiste de§ismeden birakan bir doniisiimdiir. Geometride, diizlemin
(veya uzayin) goz Oniine alinan doniisiimleri, hareket olarak adlandirilir (bunlara
yer degistirmeler de denir). Hareket, noktalar arasindaki mesafelerin korundugu bir
diizlemin doniisiimiidiir, yani diizlemin herhangi A ve B noktalar i¢in |A’B’| = |AB)|
esitligi saglanir. Burada A’ ve B’ bu doniigiim sirasinda A ve B noktalarinin eslendigi
noktalardir. |AB| ve | A’ B’| sirasiyla A ve B noktalar1 ve A’ ve B’ noktalar arasindaki
mesafedir. Ornegin hareket, bir diizlemin belirli bir vektore gore paralel transferi,
verilen bir noktaya gore diizlemin merkezi simetrisi, verilen bir dogruya gore diizlemin
simetrisi, verilen diizleme gore uzayin ayna simetrisi veya diizlemin belirli bir nokta

etrafinda belirli bir a¢1 ile donmesi olarak verilir.

Matematiksel bir nesnenin simetrisi X, belirtilen nesnenin bazi ozelliklerini veya
yapisini koruyan tersine gevrilebilir bir X ~— X doniisiimdiir. Ornegin, bir karenin
kogegenlerinin kesistikleri noktaya gore 7, , 3?" veya 27 olan bir dondiirme simetridir,
clinkii bu dondiirmeleri gerceklestirirken, kare sekli tam olarak onceki konumuna
geri doner. Aslina bakilirsa 27 doniisiimii hi¢ bir sey yapamama anlamina denktir,
clinkii her nokta kendine doniisiir. Her noktay1 kendine esleyen doniisiim, herhangi
bir geometrik nesnenin simetrisidir ve buna asikar simetri denir. Ustelik karenin ek
simetrileri vardir, bunlar karsit koseleri birlestiren iki eksen ve kargit kenarlarin orta
noktalarini birlestiren iki eksendir. Bunlar, dort farkli eksen etrafinda yansitilabilir
simetrilerdir. Bu simetriler yansima simetrileri olarak adlandirilir. Béylece Sekil 2.1.’de

goriildiigii gibi kare, toplam 8 simetriye sahiptir (Hydon, 2000).

Daha soyut olarak, bir simetri, elemanlarin sayisini (bijeksiyon), mesafeleri (izometri),
lineer

yapiy1, acilari (ortogonal doniisiimler), ¢arpimsal yapiy1 (gruplarin izomorfizmleri),
topolojik yapiy1 (homeomorfizmalar), piiriizsiiz yapiy1 (difeomorfizmalar) koruyan bir

doniisiim olabilir. Yani simetri bir otomorfizmdir. Matematiksel olarak, simetri kavrami
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grup teorisi tarafindan kapsanir ve asagidaki verilen ozellikler saglanir:

e iki simetri goz Oniine alindiginda, birbiri ardina uygulamak tekrar simetri

doniistimiinii tanimlamalidir.

e Uc simetri doniisiimii géz oniine alindiginda, iiciiniin bilesimi iyi tanimlanmus

bir doniisiimle sonuclanmalidir.
e Hicbir sey yapmamak, 6zdeslik doniisiimii olarak simetri doniisiimii sayilir.

e Herhangi bir simetri doniisiimii ters doniisiimii ile geri alinabilir.

Bu ozellikler grup kavramini tammmlar (Hydon, 2000). Diizlemin veya uzayin tiim
hareketlerinin kiimesi bir grup olusturur. Grup operasyonu iki hareketin belirli
bir sirayla ardisik olarak yiiriitiilmesi, iki hareketin bir bilesimidir. Bu ardisik
doniisiimlerin her birinin bir sonucu olarak uzay noktalar arasindaki mesafe korunur,
yani iki hareketin bilegkesinin bir hareket oldugu anlasilmaktadir. Zira hareketlerin
bileskesi birlesme 6zelligine sahiptir. Hareket grubunun birimi 6zdeslik doniistimiidiir,
Oyleki diizlemin her bir noktasinin goriintiisii bu noktanin kendisidir. Ve son olarak,
belirli bir harekete ters doniisiim de noktalar arasindaki mesafeyi korur, yani bir

harekettir.

Sekil 2.1. Karenin simetrileri

Gruplarin model 6rnekleri doniisiim gruplaridir. Grup teorisinin ilk uygulamas fizikte
goriilmektedir. 17. ylizyilda, Galileo bir eylemsiz referans sisteminden digerine gecis
sirasinda mekanik denklemlerin degismezligini arastirir ve bugiin Galileo doniistimleri

olarak bilinen doniistimleri elde eder. Daha sonra bu doniisiimler 1904 yilinda Lorentz
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doniistimlerine genellestirilir (Lorentz, 1904). Bu iki doniisiim grubunu bir sonraki

kisimda anlatacagiz.

3.2. Galileo ve Lorentz Grup Doniisiimleri

Maddesel noktalarin hareketi, diger cisimlere gore konumlarindaki bir degisiklik
olarak tanimlanir. Kolaylik olmasi acisindan, bu nispi hareketin tanimlamasi i¢in hayali
bir mutlak hareketsiz cisim verilir ve bu mutlak hareketsiz cisme gore arastirilan
maddesel noktalarin konumu belirlenir. Bu cisim referans sistemi olarak adlandirilir.
Farkl1 referans sistemleri birbirine gore hareket halinde olabilir. Bu referans sistemiyle
iligkili koordinat sistemini vererek belirli bir diger referans sistemine gore bir noktanin
konumu belirlenebilir. Maddesel bir noktanin hareketi, sadece uzaydaki konumu
ile degil, aym1 zamanda bu konumun zamana bagimhilig1 ile de karakterize edilir.
Belli bir zamanda bir maddesel noktanin konumunun belli koordinatlar tarafindan
belirlenmesine olay denir. Bir olay dort parametre ile karakterize edilir, bunlar bir

zaman ve ii¢ uzay koordinatlaridir.

Newton mekaniginde, en 6nemli rollerden biri Galileo doniisiimleridir, bunlar ise uzay-
zaman simetri grubunu olusturur. R x R3 = R* uzay-zamani gz 6niine alalim, burada
R zamana ve R3 uzaya karsilik gelir. Newton’un birinci kuralini saglayan eylemsizlik
(yani dig etkilere maruz olmayan bir cisim ya hareketsizdir ya da dogrusal ve diizgiin

hareket eder) referans sistemini géz Oniine alalim.

Tamm 3.1. (Giirsey, 1964) ki eylemsiz referans sistem mevcut olsun, bunlardan birini,
S hareketsiz olarak kabul edelim; ikinci sistem, S’ sekilde goriildugii gibi S’ye gore
sabit bir v hizinda hareket etsin. O zaman S ve S’ sistemlerinde maddesel noktanin

koordinatlari i¢in Galileo doniisiimleri agsagidaki gibi olacaktir:

t'=t+a,
2’ = Rx + vt + b,
3.1)
y =y,
Z =z
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Burada a bir zaman doniisiimii, b bir uzay doniisiimii, v Galileo doniisiimiine gore

degismez olan ivme ve R bir alan rotasyonudur (Sekil 2.2.”ye bakiniz).

Ozel gorelilik teorisinde Lorentz doniisiimii, bir eylemsizlik referans sisteminden
digerine gecis sirasinda bir olayin koordinatlarinin ve zamaninin doniistiiriilmesidir.
1904 yilinda Lorentz tarafindan klasik mikroskopik elektrodinamik (Lorentz-Maxwell
denklemleri) denklemlerinin formlarim1 korudugu doniisiimler olarak elde edilmistir.
1905’te Einstein onlar1 6zel gorelilik teorisinin temelini olusturan iki Onermeye
dayanarak tiiretmistir: tiim atalet referans sistemlerinin esitligi ve vakumdaki 1s1ik

hizinin bir 151k kaynaginin hareketinden bagimsizlig: gibidir.

Sl

J@l

Sekil 2.2. Lorentz doniigiimii

Tanim 3.2. (Giirsey, 1964) Ayni dogru tizerinde bulunan x ve x’ eksenleri olan ve buna
gore paralel diger y ve 3/, z ve 2’ eksenleri olan, iki eylemsiz referans sistemi S ve S’

ele alalim. Sayet S sistemi x ekseni yoniinde v sabit hizi ile S’ sistemine gore hareket
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ederse, bu gecis sirasinda olusan Lorentz doniisiimleri su sekildedir:

t—xz

! 2

t= s,
>

/! . x—vt

Rl 3.2
1 (32)

r_

y_ya

2=z

Burada c 15181n vakumdaki hizidir.

Bu doniisiimler 6teleme, donme veya yansima, Galilean boots olarak adlandirilan yalin

hareketi gibi simetri grubunu ve hatta Lie grubunu olusturur.

3.3. Lie Grup Doniisiimii

Diferansiyel denklemler fizik, miithendislik, kimya, biyoloji ve ekonomi alanlarindaki
cesitli siirecleri tanimlamak ve incelemek icin etkili bir aragtir. Aym1 zamanda
matematik dallarinin cogunun gelismesine yol acan en Onemli aragtirma alanlardan
biridir. Fonksiyonel analiz, lineer cebir, sayisal analiz ve geometrinin bircok boliimii
kokenlerini diferansiyel denklemler teorisini gelistirme ihtiyacina bor¢ludur. Cebirsel
denklemlerin ¢oziimii icin Abel - Galois teorisinin bir genellemesi olarak, 6zellikle
cebir, analiz ve geometri yontemlerini birlestiren siirekli grup teorisi, adi diferansiyel
denklemlerin integral alma yontemlerini birlestirmek i¢in Lie tarafindan olusturuldu.
Poincare tarafindan Lie gruplari olarak adlandirilan siirekli gruplarin, diferansiyel
denklemler, manifoldlar ile yercekimi teorisi, kuantum mekanidi gibi bircok alan

tizerinde derin bir etkisi oldu.

Bir diferansiyel denklemin simetri grubunu bilmek, bu denkleme, bu grubun cesitli
alt gruplart altinda degismeyen coziimler bulmasin1 ve bilinenlerden yeni ¢oziimler
tretilmesini saglar. Adi diferansiyel denklemler s6z konusu oldugunda, tek parametreli
simetri grubunun bilgisi, denklemin mertebesini diisiirmeyi saglar. Kismi diferansiyel
denklemler icin ise, simetri grubunun alt gruplarina gore degismeyen coziimleri
tanimlayan fonksiyonlar, genellikle daha az degisken iceren indirgenmis denklemleri

karsilar, bu ise ele alinan denklemi analiz etme ve ¢6zme islerini biraz daha basitlestirir.
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Tanim 3.3. (Olver, 2012) Eger sayilabilir bazi olan M topolojik Hausdorff uzayinda
her nokta R" Oklid uzayinda B} acik birim yarigapli n boyutlu bir kiireye
homeomorfik olacak sekilde bir komsulugu sahipse, bu uzaya n-boyutlu manifold

denir.

Tanmm 3.4. (Olver, 2012) Uzerinde taniml (x) ikili islem, bog olmayan G kiimesine,
hem bir grup hem de diiz bir manifold olup asagidaki 6zellikler saglaniyor ise grup

denir:
(1) Kapalilik 6zelligi: V a,b € G i¢in a *x b € G’dir.
(1) Birlesme 6zelligi: V a, b, ¢ € G i¢in (a x b) x ¢ = a * (b * ¢)’dir.

(i7i) Birim eleman 6zelligi: V a € G igin a * e = e x a = a olacak sekilde bire € G

vardir.

(iv) Ters eleman ozelligi: V a € G igin a * b = b * a = e olacak sekilde bir tek b € G

vardir.

U(t,z,u,e), ®(t,z,u,e) ve Y(t,x,u,e) fonksiyonlar1 ¢, z,u degiskenli ve e
parametreli, siirekli ve tiirevlenebilir fonksiyonlar kiimesi olsun. ¢ = V(t, z,u),
r = ®(t,z,u) ve u = Y(t, z,u) (birim eleman1) esitligi saglanacak sekilde ¢ sonsuz

kiiciik parametredir.

t=V(t,z,u,c),
T =®(t,x,u,¢),
U= T(t,x,u,e),

i = U(i,i,4,006), & = o i,4,00), & = Tz a0()) (ters elemant) ve O(c)
stirekli ve tiirevlenebilir fonksiyon olacak sekilde doniistimler grubu gz 6niine alinsin.

Bu doniisiimiiniin € = 0 i¢in Taylor seri a¢ilim1
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Oe 1\ Oe
7=t 2, u) + 2 (3) lemo + 51 (52) lemo + . (3.3)
="t z,u)+e(55) =0+ 5 (%) le=0 + -

doniisiim grubunu verir. Ustelik ¢ sonsuz kiiciik bir deger oldugu icin (3.3) doniisiimii

t=t+er(z t,u)+ O(?),

i =+ ez, tu) + O(e2), (3.4)
i =u+en(z,t,u)+ O(?),

seklini alir. Burada 7(z,t,u) = (%92) =0, &(z,t,u) = (52) |emo. n(w,t,u) =
(%) |.—o fonksiyonlarma (3.4)’nin sonsuz kiiciikleri denir. Grubun simirsiz

operatorleri olan sonsuz kiigiik iiretec

+ 7(x, t, u)2 +n(x,t,u) 4 (3.5)

0
X:é-(I?tau)_ at %7

ox

seklinde olup, her biri bir simetri olan, sonsuz kiicik X;, ¢ € N operatorleri
tanimlamamiza izin verir. Yukaridaki Ozelliklere sahip (3.4) doniisiimler grubu tek

parametreli Lie grubu olarak adlandirilir.

Herhangi ¢(t, z, u) bir fonksiyonu
Xg(t, ,u)|gt,2,u)=0 = 0,

esitliklerini sagliyorsa bu fonksiyon Lie grubu altinda de8ismez fonksiyon olur. L,

birinci mertebeden

0
L= A& () = 1),

seklindeki lineer diferansiyel operatorlerin uzayi olsun.
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Tanmim 3.5. (Bluman, 2002) X = & ()5 ve Y = ()52 iki operatdr icin [X, Y]

T

ikili igleme bir Lie carpimi1 veya Lie parantezi denir ve

k k
X, Y]=XY -YX = (gi(x)gi — cz-(:c)a§ ) 8%5

esitligi ile tanimlanir. Ayrica her X1, X5, X3 € L i¢in
1. herhangi X € L i¢in [X, X] = 0;

2. ¢ifte dogrusal (bilineer) ozelligi: [aX; + bXs, X3] = a[Xy, X3] + [ X, X3),
[X3, aX1 + bXQ] = Cl[Xg, Xl] + b[Xd, XQ],

3. ters simetri (antikomutatif) ozelligi: [ X, Xo] = —[Xo, Xi];

4. Jacobi 6zdeslik ozelligi: [ X1, X2, X;5]] + [Xo, [ X3, Xi]] + [Xs, [X1, Xo]] = 0;

2

olarak saglayip bir Lie cebirini olusturur.

Tamm 3.6. (Bluman, 2002) s € N iken L, operatorlerin lineer uzayina, Lie carpimi

operasyonuna gore kapali operatorlerin Lie cebiri denir.

0 < s < oo olsun, o zaman L Lie cebirinde { X, ..., X} baz elemanlar: secilebilir.

Herhangi bir baz operatoriin Lie carpimi

(X, X;] = CY X, i k=1,..,s,

ayn1 baz iizerinde yazilir. C’,ij olan sabitler yapr sabitleri olarak isimlendirilir.

Ornek 3.1. (Ibragimov, 2004) Iyi bilinen

ou ou Ou
E = u% + @, (36)

KdV denklemi i¢in Lie simetri grup yontemi uygulandiginda

0 0 0
X = (Clt + CQJL’)a—x + (3621&)& + <—Cl — 202“)%,
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biciminde olan sonsuz kiiciik iireteci elde edilir. Bdylece bu iirete¢ iki

9, 9, 0 0 0

sonsuz kiiciik operator iiretir. Nitekim bu iki operator KdV denklemin L, Lie cebirini

olusturup iki baz simetrisini temsil eder ve

Cizelge 2.1. KdV denklemi i¢in Lie cebir ¢arpim tablosu

X1 | Xy
X0 | -2Xy
Xy | 2X, |0

Lie cebir carpim ¢izelgesindeki gibi verilebilir. Ornegin X, operatér igin denklemin
degismezligi
ou ou

gu 5,90 o
Tor T =0

esitlik seklinde olup

dx_dt_ du

r 3t  —2u

karakteristik denklemin integrali alimp ¢oziiliir. Sonug olarak u = t3h(p), p = %5

olacak sekilde bir doniisiim elde edilir ve bu doniisiim altinda (3.6) KdV denklemi
2

= 5h(p) = P (p) + P RPN (p) + 61 (p) + 54ph" (p) + 27°R" (p) = 0,

indirgenmis adi diferansiyel denklem seklini alir.

Boylece, diferansiyel denklemlerin de8ismezlik 6zelliginden, Lie grup doniisiimleri
bu denklemler i¢in sonsuz kiiciik operatorleri bulmamiza imkan saglar. Bu operatorler
kiimesi bir Lie cebiri olusturup her biri yeni bir doniisiim verip diferansiyel denklemin
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mertebesini veya bagimli degisken sayisim1 diislirmemize izin verir ve aslinda

simetrisine ulasmamiza izin verir.

3.4. Korunum Kanunlari

Lie gruplarinin 6nemli uygulamalarindan biri de ele alinan denklemlerin korunum
kanunlarim belirlemektir. 1918’de Noether, korunum kanunlar: ile doga yasalarinin
fizikte sahip oldugu simetrinin arasindaki baglantiy1 ispatladi. Noether teoremi, fiziksel
bir sistemin her siirekli simetrisinin belirli bir koruma kanununa karsilik geldigini

belirtir.

Korunum kanunlar1 lineer olmayan denklemler i¢in biiylik 6neme sahiptir; tim

coziimler icin fiziksel, korunan miktarlar ve korunan normlar1 saglar.

Fo(z,u,uy, ..., ues)) =0, a=1,...m, (3.8)

m tane (lineer veya lineer olmayan) diferansiyel denklem iceren sistemi gdz Oniine

alalim. Burada z = (2',...,2") bagimsiz degisken, v = (u!,...,u™) bir bagimh
degisken ve
Uy = UGy, U) = U, (i=1,..n),

u fonksiyonunun tiim bagimsiz degiskenlere gore tiirevlerdir.

Tanmmm 3.7. (3.8) diferansiyel denklemleri icin (diferansiyel formda) korunum

kanunlar1 n-boyutlu tam diverjans

S P =0,
=1
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formdaki esitlige denir. Burada P, = P;(t,z,u) tirevlenebilir fonksiyonlar ve D;

asagidaki gibi tam diferansiyeldir:

0 0 0 0
+uf —— 4 ug; + .. Fud + ... (3.9

= tu o i
ozt ou” oug oug, .

D;

Korunum kanunlarini insa etmek icin kullanilan yontemlerden biri olan agagidaki yolu
takip edip ve sunulan ibragimov’in teoremini kullanmak gerekir. G6z 6niine alinan

(3.8) denklemlerine eslenik denklemleri

0L
F (2, u,v, w01y, V(1) - U(s)s V(s)) = 50 =0, a=1,...m (3.10)
seklinde yazilir. Burada
L= vF,, (3.11)
a=0

£ formal Lagrangian ve v® yeni bagimsiz de8iskenlerdir. Ayrica % asagidaki gibi ifade

edilen Euler-Lagrange operatoriidiir:

) 0 > 0
—_— = -1°D,,..D, ——. 12
ou®  Ou” + 521( )" Diy " ou (3.12)

i1...0s

Ornek 3.2. (Olver, 2012) o = 1, m = 1 6zel durumu igin u = f(x) olacak sekilde tek

bagimsiz degiskenli fonksiyonu i¢in Euler-Lagrange operatorii

> -0 0 0 0
—D,yY)— =—-——-D,— + D? — .
Z( ) ou; Ou T Ou, + T Oy

_ O

seklinde olur. Burada D, z’e gore tam diferansiyel, u; = a;% kismi tiirevdir.

(3.11) i¢in (3.12) Euler-Lagrange operatorii uygulandiginda
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oL og og

=0 ~1°D;,...D; —=— =0, 3.13
e veya o+ SZ} ) Diy-..Di, 5 (3.13)

1.0

Euler-Lagrange denklemleri elde edilir.

Ornek 3.3. (Olver, 2012) Ornek 3.2’de verilen u = f(z) fonksiyon icin n. mertebeden

Euler—Lagrange denklemi

0L e, 08 I
e~ Dege * Digu— — o+ (F"Dig = =0,

seklini alir. Bu ise 2n mertebeden adi diferansiyel denklemdir. L(z, u, u,) i¢in

oL oc _oe ot 928 928

ou  tou, Ou Oxdu, uxﬁu@ux B “”aug’

seklinde olan 2. mertebeden Euler-Lagrange denklemi elde edilir.

Noether teoremine (1918) gore £(x, u, u(1)) Lagrangian,

0
-I—no‘(x,t,u,u(l),...)%, (314)

, 0
X = §1($7U,U(1)7 )81‘Z

iiretece sahip G simetri grubu altinda degismez ise bu takdirde C' = (C, ..., C™) vektor

alan1

0L

C":fi£+(n“—€juj)%7 i=1,...n, (3.15)

seklinde tanimlanip (3.13) Euler-Lagrange denklemleri icin korunum kanunlarini

verir. Ayrica (3.13)’nin tiim ¢oziimleri icin

DivC = D;(C") = 0, (3.16)
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demektir. Bu C? vektdr alamina (3.13) denklemi i¢in korunum vektorii denir. C*’yi

bulmak i¢in Ibragimov tarafindan 2006’de ispatlanan asagidaki teorem kullanilir.

Teorem 3.1. (Ibragimov, 2006 ve 2011) Herhangi bir (3.14) sonsuz kii¢iik iiretec
altinda degismez olan (3.8) denklemleri i¢in D;(C") = 0 korunum kanunlar1 agagidaki

esitlik ile olusturulur:

Cl=eg W (£ - D2 1 DD ) +
7 V)

J auf‘j

(3.17)

D;(We) (8—2 — Dy

«@
8uij

o) «a [e)

)+ Dy D (W)

burada W = 7 — £'u ve £ formal Lagrangian. (3.17) esitliinin uygulanmasinda,
formal Lagrangian £ tiim kangik tiirevlere gore w;;, U;jk,... simetrik bigimde

yazilmalidir.

Ornek 3.4. (Ibragimov, 2006 ve 2011) Daha 6nce goz oniine alman (3.6) KdV
denklemi i¢in korunum kanunlar1 belirlemek gerekirse (3.7) sonsuz kiiciik operatorlere

ihtiyag¢ vardir. Bu denklem icin Lagrangian

£ =v(u — Uy — Uggy),

formunda olur. Ibragimov teoremi uygulandiginda X; sonsuz kiiciik operatore karsilik

gelen

Dy(C") + D,(C?) =0,

formunda korunum kanunu verir. Burada C! = (1 + tu,)v, C? = t(Vplpe — UgpVpp —

VUy) — UV — vy, olacak sekildedir.

£ Lagrangianin tanimi (3.11) vektoriin (3.17) "fiziksel olmayan" v degiskenleri
icerdigini gostermektedir. Bu nedenle, D;(C*?) = 0 koruma denkleminin gegerliligi,
yalnizca (3.8) denklemleri degil, ayn1 zamanda eslenik olan (3.10) denklemlerini de
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hesaba katmamiz1 gerektirir. Fakat sistem (3.8) yar1 self-adjoint (6zellikle self-adjoint)
ise, v’leri v* = ¢(u), ¢p(u) # 0 kosullari ile yerlestirme yoluyla ortadan kaldirabilir ve

(3.8) denklemler icin bir korunum yasasi elde edilebilir.
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4. KESIRLI MERTEBEDEN TUREV

Tamsay1 olmayan mertebeden integral ve diferansiyelin genisletilme fikri integral ve
diferansiyel hesabin baglangicindan beri vardir. Bununla birlikte, olas1 uygulamalarin
genis kapsamina ragmen, yakin zamana kadar bu alan c¢ok az ilgi gormiistiir. %
mertebeden diferansiyeli degerlendirme olasilif1 hakkindaki ilk fikir 1695 yilinda
Leibnitz’in ’Hopital’e yazdigi mektuplarda bulunur. Ayrica bu konu ile alakali
bazi1 referanslar Euler (1738), Laplace (1812), Lacroix (1820) ve Fourier (1822)
calismalarinda da yer almaktadir. Kesirli analizin tam teorisi ve bazi uygulamalari
Liouville tarafindan (1832—1837) yapilan bir dizi ¢alismada sirasiyla tanimlanmistir.
19. yiizyihn sonunda Liouville tarafindan Onerilen yapiya ve 1874 yillarina ait
Riemann’in daha sonraki calismalarina dayanarak kesirli kalkiiliis teorisinde bugiin

klasik kabul edilen sonuglar elde edilmistir.

Son yillarda, kesirli analize olan ilgi artmaktadir. KmDD gittikce daha fazla dikkat
cekerek bir cok KmDD’in sayisal c¢oziimleri (Kaya vd., 2017), fizikteki dinamik
islemleri, elektromanyetik (Zelenyi ve Milovanov, 2004), akustik, astrofizik (Tarasov,
2006), viskoelastisite, kimya, elektrokimya vb. (Diethelm, 2010; Miller ve Ross, 1993;

Wu ve Lee, 2010) gibi alanlarda arastirma yapmak i¢in bagartyla kullanilmagtir.

Kesirli tiirevleri incelemeden Once klasik tiirev ile integralin tanimini ve 6zelliklerini,

baz1 6zel fonksiyonlar1 bu kisimda verelim.

4.1. Kismi Tiirev

Kesirli analizde yer alan ve basit fonksiyonlardan biri olan Euler’in Gama fonksiyonu

o0

I'(z2)= /ett21dt,

0
integrali ile tanimlanir.

Gama fonksiyonunun bazi ozellikleri:

. I'(z+1) =2I(2),
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2. T f e tdt— = llir{.lo( etlo) =—-0—(-1) =1,
3. Degisken n tamsay1 degerleri i¢in
F'n+1l)=nl'(n)=n(n—1I'n—-1)=.. =nll(1) =n!
seklinde verilir. Gama fonksiyonunu kullanarak, faktoriyel fonksiyonunun ayrik
dogasin1 kaldirmak bize integral operatoriin kesirli analizde uygulamasi i¢in dogal

olarak yerine gelen bir fonksiyon verir.

Beta fonksiyonu kesirli analizin bir bagka 6nemli fonksiyonlardan biri olup B (m,n)

ile gosterilir ve

1
m— 1 7L 1
0

ile tanimlanir.

Beta fonksiyonunun bazi 6zellikleri:

1. Beta fonksiyonu Gama fonksiyonu ile asagidaki ifadesiyle baglhidir

T (m)T (n)

B (m,n) = I'(m+n)

Y

2. B(m,n) = B(n,m),
3. B(1,1) =1,
4. B(m,n) =B (m+1,n)+ B(m,n+ 1),

5. B(m,n+1)=2-B(m+1,n)="B(m,n),

verilir.

Bu calismada kullanacagimiz 6zel fonksiyonlarin sonuncusu, « ve 3, iki parametreli

Mittag-Leffler fonksiyonu,
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oo k
z
E ZE -

ile tanimlanan 6zel bir fonksiyondur.

Ayrica § = 1 oldugunda genellikle E,, (z) = E,1 (z) fonksiyonunu bir parametreli
Mittag-Leffler fonksiyonu olarak tanimlanir. Mittag-Leffler fonksiyon serisi o ve
B, pozitif ve reel oldugunda her z i¢in yakinsaktir. Bundan dolay1 Mittag-Leffler
fonksiyonu, tam bir fonksiyondur. Gama ve trigonometrik fonksiyonlarla baglantisi

ve bazi ozellikleri asagidaki gibi belirlenir:

= Zk = Zk z
LELG) =Y =2 a =
k=0 k=0

2 K _oo 2k _OO 2k _1OO AR |
B (2) = kzo T(k+2) kZO (k1) — Zkzo k+D)! — "z

3. Ey1(z) = cosh (v/2),

sinh(/z
4. E272 (Z) = \ng) .

Simdi klasik tiirev ve integral kavramina odaklanmak i¢in ilk Once tiirev tanimini

verelim.

Tamim 4.1. (Uchaikin, 2013) a, b € R olmak iizere, f : [a, b] — R bir fonksiyon olsun;

zo € (a,b), x = xg + h ve }Lil% w € R ise bu limite, f fonksiyonunun x
—

noktasindaki tiirevi denir ve - f () ya da f(z) ile gosterilir. Yani

D.f(x) = %f(go) — f(l)(xo) _ ;lll_% fzo + h})L — f(xo)’

(4.1)

olacak sekilde D, tiirev operat0rii tanimlanir.

f(x) fonksiyonun ardigik olarak (4.1) tiirevleri alindiginda
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fY(z) = D, f(a),

f@(z) = D, fV(x) = D2f (),

f™(x) = D, f"V(z) = D f (),

ile n. mertebeden tiirevin genel formuna ulasilir. Ek olarak 0. mertebeden tiirevi,

fO(z) = Dy f(x) = f(a),

fonksiyonun kendisine esit bu diziyi tamamlamak uygundur.

Fonksiyon argiimani tirev (diferansiyel) degiskene gore farkliysa, operator

sembollerini kullanmak 6zellikle uygundur. Ornegin,

d"f(cx) LA f(cx)

Dz flex) = dxm d(cx)"

= " (cx) # [T (ca).

Elde edilen tiirevler asagidaki 6zelliklere sahiptir:

1. Homojenlik (argiimanin lineerlik) 6zelligi: ¢, d sabitler i¢in D! f(cx + d) =

Az + d);
2. Lineerlik 6zelligi: ¢, d sabitler igin [cf(z) + dg(z)]™ = cf™(z) + dg™ (),

3. Mertebe toplama ozelligi: [ (z)]™ = fO+m(z) = [f™(2)]™ veya
DDy f(x) = D" f(x) = Dy Dy f(x);

n

4. Carpimin tiirevi (Leibnitz Kuraly): [f(z)g(z)]™ = 3 (7) fO(2) g™ D (z);
i=0

5. Pozitif tamsay1 dereceli iistel bir fonksiyonunun tiirev ozelligi: ¢ € R ve

m,n =0,1,2,... i¢in

DMz —c)™ =m(m—1)...(m —n+1)(z —c)m " = Lt _(5 _ ym—n
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ve hatta asagidaki ifadeyi belirlemek yararl olacaktir

m!, n=m,
Dl(x—c)™ =
0, n > m.
6. Genellikle fonksiyonlar1 asimptotik (xr — oo gibi) serilerin acilimi i¢in

kullanilan negatif tamsay1 mertebeli iistel bir fonksiyonunun tiirev 6zelligi:

m,n =0,1,2,...1¢in

I'(m+n)

Dz('x - C)im = (_1)71 F(m)

Simdi bir sabit alt sinir ¢’den mevcut = degerine tekrar ve tekrar integrali alma ile
ayni orijinal f(z) fonksiyonundan elde edilen bagka bir f,,(x) dizi fonksiyonlarini

diisiinelim:

T

fi(z) :/dslf(sl), fo() :/xd527d31f(31)7---,

C

52

ful(2) :]dsn7dsn_1.../dslf(sl),....

Ustelik bu fonksiyon i¢in

Defule) = - / faor(s)ds = fur(s), n =1,

c

esitligi saglanir. Eger yeni dizinin elemanlarini  indisinin 6niindeki isareti degistirerek

yeniden indislenir ise

fn(l') e f(in)(x> ~c D;na
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ve soldan, yeni indisler artan diizeninde pozitif sayili tiirevleri de diziye eklenirse,

soldan saga dogru D, operatoriinii kullanarak
s DI f(2), ., DIYf(2), DOf (), DY f(2), ..., D f(z), ...

olacak sekilde elemanlar1 olusturma her iki tarafta sonsuz olan bir dizi olusur. Burada
mertebesi negatif olanlar integral olarak, c¢ degeri integralin alt simiridir. Cift kath

integralde

x 52 T T
/dSQ /d81 = /dSl /dSQ,
c c c s1

integral alma sirasim1 degistirme kurali ve matematiksel indiiksiyon yOntemini

uygulanarak, bu dizinin ¢oklu integrallerini,

x

ﬁ / (z— )" f(s)ds,

C

D" fx) =

Cauchy formiiliine ulagan iistel fonksiyon olan c¢ekirdek ile tekli integrallere

doniistiirmek miimkiindiir. Boylece . D, operatorii icin asagidaki ozellikler verilebilir:

1. Lineerlik 6zelligi: a,b sabitler i¢in D "[af(x) + bg(z)] = a.D;"f(x) +
beD,"g(x));

2. Argiimanin lineerlik 6zelligi: a, b sabitler igin . D, " f(ax+b) = "o D, " f(x);
3. Mertebe toplama 6zelligi: m,n > 0 igin

—-m y—n —-n y—m —m—n,
cD CDx —c Dz cDg; —c D;p )

T

4. Carpimin integrali (Leibnitz Kurali):

[e.e]

Dy "[f(@)g(2)] = Y (=) fO(x)g " (x);

=0

5. Sol tarafl1 .D_™ integrallerle birlikte sag tarafli integraller de verilebilir:
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C

ﬁ /(az — 5)" " f(s)ds.

xT

D" f () =

Verilen tanimi ve 6zellikleri kullanarak kesirli tiirev ve integrallerin 6zelliklerine gecis

yapabiliriz.

4.2. Kesirli Mertebeden Tiirev

Tamsayr mertebeden olmayan integral veya tiirev kavramina uyan, yeni gosterim
ve metodoloji kullanilarak bir cok tanim verildi. Kesirli tiirev analizinde,
siklikla kullanilan tanimlar Riemann-Liouville, Caputo ve Grunwald-Letnikov tiirev

formiilleridir.

Cok kath integral kavramini kesirli mertebeden integrale genellestirmek icin

D “f(x) = ﬁ /(x —5)* " f(s)ds, a>0,

C

Cauchy formiiliiniin kesirli sekli kullanilir. Bu integral i¢in integralin temel olan ilk
tic 0zelliklerinin saglandig1 kontrol edilebilir. Ayrica integralin 6zelliklerine gegmeden

once Dirichlet formiiliinii vermek yararlidir.

Tanim 4.2. (Miller ve Ross, 1993) h(z,y) pargal siirekli bir fonksiyon ve n,m > 0

olsun, o halde Dirichlet formiilii

t x

[Jt—ar-tas o=y nte. gy -

0 0 4.2)

jdy /t(t — )" Yz —y)" h(z, y)dz,

0 y

seklinde tanimlanir.
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Ayrica h(z,y) = f(y)g(x) ve g(x) = 1 ise o zaman (4.2)
[t - g sy = Bas) [ w6
0 0 0

formiiliine doniisiir.

Tam olmayan mertebeden integralin argiiman lineerlik 6zelligi herhangi a, b sabitleri

ve a > 0 icin

xT

D %f(ax +b) = ﬁ /(x —8)* 1 f(as + b)ds = a s D, " f (2),

c

ve lineerlik 6zelligi
D af(x) +bg(2)] = acD"af(x) + beD;"g(x)),

seklinde oldugu anlasilir. Ve en son olarak, mertebe toplama 6zelligi her o, 8 > 0 i¢in

(4.2) Dirichlet formiilii kullanilarak

xT

o p—f_ p-o_1_ z— )P f(s)ds =
DD = D / (e = )" (5)d
L o e [ fevdedt —
F<a>F<B>C/( 0 c/(t O
I U O P R
r(amﬂ)/ !( (=)t | f()d

1

— [ (z = 8)P 1 f(8)ds =. D7*7F
o [ e s = D

C
ve hatta
cD;acDgﬁ —c D;CX—B —c D;IBCD;O[7

elde edilir. Boylece Riemann-Liouville integral tanimini verebiliriz.
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Tanim 4.3. (Podlubny, 1999) a > 0, ¢ bir sabit ve f(z) bir fonksiyonu i¢in Riemann-

Liouville integrali

1 t
Az fz) = m/c (x — )7 f(s)ds, (4.4)
seklinde tanimlanir.

Tanim 4.4. (Podlubny, 1999) f(z) bir fonksiyon, ¢, ¢ birer sabitve n — 1 < a < n,

n € N olmak lizere, a. mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville tiirevleri sirastyla

D310 = s (1) [ s @

/

D210 = s () [ = s 46

seklinde tanimlanir.

Tanim 4.5. (Podlubny, 1999) f(z) bir fonksiyon, ¢, ¢ birer sabitve n — 1 < a < n,

n € N olmak iizere, . mertebeden sol ve sag Caputo tiirevleri sirasiyla

CD21) = ot [ = (1) s @)
D110 = s [ -0t (<) sy @)

seklinde tanimlanir.

Cogu zaman pratikte, Riemann-Liouville ve Caputo sol tiirev kavramlar1 kullanilir.
Genel durumda, (4.5) tiirevi ile verilen bir diferansiyel denklemin ¢oziimii, + = «a
noktasinda en fazla (1 — «). derecesinde integral tekilligini icerebilirken, (4.7) tiirevin

varligindan, bu noktada ¢6ziimiin sinirliligini ifade eder.
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Bir n tam sayis1 icin @ = n oldugunda, Riemann-Liouville integrali n-kath tekrarlt
integrale denk gelir, ve @ — n limitine gegerken, D¢ Riemann-Liouville tiirevi ve

¢ D@ Caputo tiirevi klasik, tam say1 mertebeden bir tiireve geger.

f(z), g(x) iki siirekli fonksiyon, ¢ sabit ve «, 5 > 0 pozitif sayilar iken kesirli tiirev ve

integral asagidaki 6zelliklere sahiptir:

e Riemann-Liouville ve Caputo tiirevleri Riemann-Liouville integrali kullanarak

sirastyla

D3 () = Dyl f(x),

<Dy f(x) = I~ D; f (),

seklini alir.

e Lineerlik 6zelligini hem Riemann-Liouville, hem de Caputo tiirevleri sagliyor ve

a, b sabitler i¢in
Difaf(x) + bg(x)] = acDg f(x) + b D3g(),
ve

¢ Dglaf(x) +bg(x)] = af D, f(x) + b D g(x),

olur.

e Mertebe toplama ozellikleri, m — 1 <a<m,n—1< 8 <n,a+ [ < nigin

asagidaki esitlikleri saglayacak seklinde olur:

- Dchgf<x) ~c D;TvLJraf(I) 7éc DgD;Lf(:E)’
CDaDsf(x) = SDy ™ f(w) # DrE D5 f(x);

= B> aigin DRI} f(x) =. DD, f(x) = Dy~ f(x);

— Kesirli integralleri i¢in

AZLL f(2)] =c I3Y7 f(x) =c D[ 13 f(2)); (4.9)
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= DRI f(x)] = f(x);
- fleR(e) = hm+ D27 f(z) icin asagidaki estilik dogrudur
T—rC

c)

D) = )= Y i £ @.10)
k=1

a—k
+ )
e [ eibnitz kural1 Riemann-Liouville ve Caputo tiirevler i¢in sirasiyla
00 a .
D3 (f(@)g(x) = ( l) (D2 f (2)) g (), (4.11)
ve

LDE(f()g(x) = 3 (5) (D2 f () g ()=
=0 4.12)

5 G (e 9)

«
seklinde olur. Ayrica ifadesi icin Gama fonksiyonu kullanilarak,

a (=) al(l - «)

;] T TA—ari+1)’

olur.

e f(x) = a bir sabit fonksiyon i¢in Riemann-Liouville ve Caputo tiirevleri

sirastyla asagidaki ifadelere esittir:

a
Dya=s——=a" #0,
=@ I'(1— a)x 7

Dia=0.

e Riemann-Liouville ile Caputo tiirevlerin arasindaki iliski, n — 1 < a < n ve
lim f(x) = f(c) sonlu limit igin
T—rc+
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n—1
C e a (k)
D, f(w) = DG f(x ;F k+1_a)f (c), (4.13)

esitligi saglayacak sekilde olur.

Baz1 6zelliklerin ispat1 asagida gibidir.

Teorem 4.1. (Samko vd., 1993) f bir siirekli fonksiyon ve a, 5 > 0 olsun. Bu durumda
(4.9) ifadesi dogrudur.

ispat: (4.1) Tanimina gore

ELES@) = o [ = 9 L @)t
olur. Bu ise
1

S xm—sa_l B ()| psds
vl G RO

- [ o [ -0 war] ao
1

== xx—so‘_ls Ss— A=l
=t [ @ [ -,

gecislerini saglar ve boylece

atB i) — 1 x$_ at+p-1 = B(a xm_ a+p-1
I (2) ) / (& — ) f(0)dt = Blo, ) / (z — )5 £ (1)t

seklini alip, (4.2) formiilii (4.9) formiiliinii dogrular.

Teorem 4.2. (Samko vd., 1993) f(z), g(x) ve D, f(x), D,g(z), [0, x] aralig1 lizerinde
stirekli ve n — 1 < a < n olsun. O halde Caputo tiirevi i¢in Leibnitz formiilii (4.12)

esitlikle verilir.

Ispat: Riemann-Liouville ile Caputo tiirevlerin aralarindaki (4.13) baglantiy1 ve
Riemann-Liouville i¢in (4.11) Leibnitz formiilii kullanilarak
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—_

3

(x —c)k—@

D, (f(2)g(2)) = Dy (f(2)g(x)) — T 1a) ((£(2)g(2)® ()

??‘

=3 (7)o If(f;f_z ((F@g() 9 (c),
=0

ifadesi bulunur.

Bundan sonra Riemann-Liouville ile Caputo tiirevleri ve kesirli integralin alt sinirt

¢ = 0 oldugunda sirasiyla D¢, © DS, ve I¢ formunda ifade edilecektir.

Ornek 4.1. a bir sabit, ve f(t) = e olsun. f(t)’ninn — 1 < v < n olacak sekilde v.

mertebeden Riemann-Liouville integrali asagidaki gibi hesaplanir.
f(t) = e™ fonksiyonunun kesirli intergali

Ife“t =

1 ¢ )
t—x)' e dr,
T(v) / (E=2)

olur. Burada y = ¢ — z doniistimii yapilirsa, dz = —dy,t >y =1t —x > 0 olur ve

v _at __ 6at ! v—1_—ay
‘[t e = F(V) Y € dya
0

1 1 t
TVt — patyy / Y’ lem Wy = eatt”—/ (ay)” e %d(ay)
N L'(w)(at)” Jo

= e"t"y* (v, at),

elde edilir.

Ornek 4.2. a) f(t) = t* ele alinsin, burada p© > 0 ve 0 < v < 1 olsun. Riemann-

Liouville tiirevi asagidaki gibi olur.

I'(p+1)
F'(p—v+1)+1)
I'(p+1)
(u—v+1D(p—v+1)

t#*'ﬂrl

D/t" = D'[I'™"t"] = D}

n—v

=(n-v+1
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Bu durumda

r 1
(+1) T >0 wve O0<rv<l.

D= LT
Yo Tp-v+l)

b) f(t) = t* ele alinsin, burada ¢ > 0 ve 0 < v < 1 olsun. f(¢)’nin Caputo tiirevi

asagidaki gibi olur.
t
CDtVt“ = —1 / (t — 7)o tur~tdr
I'(n—a)/, ’

7 = At doniisiimii yapildiktan sonra

_Tlp+1)
IF'(p—v+1)

"
1 —-v)

“Dith = " VB(p,1 —v) = thv

9

olur. Boylece f(t) = ¢* fonksiyonunun Riemann-Liouville ve Caputo tiirevi esit oldugu

goriiliir. Ancak her fonksiyonun Riemann-Liouville ve Caputo tiirevi esit degildir.

Tamsayr mertebeden olan klasik tiirevden farkli olarak, kesirli tiirevlerin ozdes

olmayan bircok tanimi vardir. Bu ise, tanimlar1 benzer olup, ancak 6zelliklerine gore

farkli KmDD’leri verir.

4.3. Kesirli Mertebeden Tiirev icin Simetri Analizi

Kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin (KmKDD) analitik ¢6ziim
yontemleri hala iyi gelismemistir. Denklemlerin ¢oziilmesine yonelik mevcut
yaklagimlarin c¢ogu, sadece belirli bir lineer denklem simnifi ve lineer olmayan
KmKDD’ler i¢in analitik ¢oziimler elde etmeyi miimkiin kilar. Lineer denklemlerin
cOziimlerini aragtirmak icin, Laplace ve Mellin integral doniistimleri siklikla kullanilir.
Bu uygulamalarin bazilar kitaplarda (Samko vd., 1993; Podluny, 1999; Kilbas vd.,
2006) ve cok sayida makalede aciklanmaktadir (Ozkan ve Kurt, 2018; Kexue ve
Jigen, 2011; Yokus ve Kaya, 2017). Tamsay1 tiirevleri ile beraber kesirli tiirevli
denklemlerin kesin ¢oziimlerini olusturmak i¢in etkili yaklagimlardan biri de grup
analiz yontemlerinin kullanilmasidir. Bu yontemi bu calismada kullanacagimiz
kadariyla detaylica verelim.
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Tek ¢ parametreli

t=t+er(x,t,u) + O(?),

2

€ (4.14)

x+ef(x,t,u)

&I
Il

+0(e%),
i = u+en(z, t,u) + O(e?),
bir Lie grup doniisiimiinii ele alalim. Lie’nin geleneksel sonsuz kii¢iik yaklasimin
kullanarak, (4.14) doniisiimleri i¢in, sonsuz kiigiik operator yazilabilir. Ayrica tamsay1

ve kesirli tiirevlerine genisletilebilir.

Bunun i¢in bazi yardimci araca ihtiyag vardir. A, bir 2x2 matris olup A~! matrisi de

mevcut olsun ve

D,z D,t
D,z Dt

A:

ifadesi ile verilsin (Bluman ve Kumei, 1996). A matrisindeki Z ve ¢ doniisiim

degiskenlerinin tam tiirevi, (4.14) doniisiimleri géz Oniine alinarak

D,z D,t D, lr +eé(z, t,u) + O(e?)] Dyt +er(x, t,u) + O(e?)]

Dz Dyt Dilz + eé(z,t,u) + O(e?)] Dyt +er(x, t,u) + O(e?)]

Y

seklinde bulunur. Bu ise

1+eD,& + O(e? D, + O(?
A= eDst (&) eDar () =1+¢eB+0(?),
eDiE+0(e?) 1+4eDit + O(e?)

L 10 Dy§ Dot o
gecislerini saglar. Burada I = ve B = seklindeki bir
01 D Dyt

matristir. O halde
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B 1 1+eDim+ O(e?) —(eD,m+ O(e?))
L+ eDl+eDim +0(E%) \ —(eDye + 0(e2)) 1+ eD, + O(e2)

-1

1 — eDz€ . eDT+0(£2)
_ 1+eDg&+eDiT+0(2) 1+eDgé+eDim+0(e2)
o 5Dt£+o(€2) 1 - eDyT
1+eDy€é+eDiT7+0(g2) 1+eDz€é+eDiT+0(e2)

eDE+ O(?) eD,7+ O(e?)
eD& + O(e?) eDyT + O(£?)

olup A™! = I — B + O(?) esitligini verir.

Bir u(t,z) fonksiyonunun 2 = Q,u ve % = Qu kismi tirevlerini (4.14)

doniisiimiinden elde etmek her birinin tam tiirevi asagidaki esitliklerdeki gibi olur.

Dx[u + 577(757 t? U) + 0(82)] Dma A Dia

Dyfu + en(z,t,u) + O(e?)] Dy Dyt

9

son esitliligin her iki tarafin1 soldan A~! matrisle carparak

o [Pe
Tz D]

S
8l

elde edilir. Boylece

Uz Uy + EDZ»
= (I —¢B) 1 + O(e?),
Uz ug +eDin
esitliginden
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1—eD,¢ —eD,71 Uy + €Dyn

+ O(g?)
—EDt€ 1-— thT Ut + 5Dt77
| +e(Dan) — ue Do — u D7) + O(e?) uy +enf + O(g?)
uy + (Dyn — uy D& — uy D) + O(£2) ug + ent + O(e?) ’
L D.n—u, D& —uwD,T ]
sonucu elde edilir. Yani ) 7 ¢ ! seklinde
ni Din — uy Dy — uy Dy7

t=t+er(z, t,u)+ O(?),
T =ux+¢el(x,t,u) + O(e?),
i =u+en(z, t,u)+ O(?),
Uz = Uy +enf + 0(e?),

up = ug + ent + O(e2),

Lie doniisiimiiniin gosterimi genisler. Bir s € N icin u fonksiyonunun

d'u
Oz’

= Jlu,

© = 1,2, ..., s daha yiiksek mertebeden kismi tiirevleri i¢in (4.14) doniisiimii 7]’ leri

asagidaki gibi verilir:

Ozt = Oyu + ent + O(e?),
D2t = Pu+eng + O(e?),

Oiu = diu +ent + O(e?).

Burada 77, j > 1 i¢in benzer hesaplamalarla elde edilip

77:18 = Dzn - uxDx’S - uthTa
7]50 = Dmnf - UxxDxf - umtDmTy

nt = Dyn* | — OiuD,& — 05wy D, 7,
genel formda yazilir.
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Simdi n — 1 < a < n igin 0%u kesirli tirevi diisiinelim. Grup analizi yontemlerinin
bir fonksiyonun kesirli tiirevlerini iceren kesirli denklemler sinifina genisletilmesi,
grubun sonsuz kiiciik operatoriiniin kesirli integrallere ve kesirli tiirevlere devam etmesi
icin 19’ nin formiillerin olusturulmasma dayanir. Bu formiiller Gazizov vd. (2012)
tarafindan yapilan calismada verilmistir. 73 bir Riemann-Liouville ve Caputo tiirev

icin iki farkli ifade olacagina dikkat etmek gerekir.

Karsilagilan problemlerde cogunlukla ¢ zaman degiskenine gore kesirli tiirev alindigi
i¢in kesirli tiirevleri t’ye gore diisiiniilmesinde yarar vardir. Ik 6nce ¢’ye gore Caputo

tiirevi

ra_ oo
ot ot

+ 5077('; + 0(62)7 4.17)

ile iligkili genisletilmis sonsuz kiigiik

Oy = D} () + £ D} () — O D5 (€ur) + 7D () — D (7uy), (4.18)

bir esitlik seklinde olan1 géz oniine alalim (Gazizov vd., 2012).

Caputo tiirev i¢in (4.12) Leibnitz kurali ile

n—1
C N« a n—a n €u$ Z) ifa
£°D! (uy) — © D) (Euy) = g ) I (ug) DP( +12Fz—a+1 :
veE
C’Da - a e D" — (Tut)()(o) i—a
7OD; (ug) — “D; (Tuy) ; ; (ue) Dy ( )+ZOF<Z_Q+1)t ;

ifadeleri dogrulanir. Boylece
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o

n—1
C, o e @ n— a gufb Tut (O) i—o
=D + 19 — E I E t
g )+ 1 \n ' — ['i—a+1)

- @ n—o n+1 a
- I (w) Dy (1) — aDy(7) Dy (u),
n=1 n + ]-

olur. Devaminda

zincir kuralinin (Oldham ve Spanier, 1974)

d°f(tg(t)
dte

m k—1 k 1 tl_a . dm . al—m—i—k
ZZZZ( ) ( ) (T> Hm(—g(t» dt—m(g(t)k )atlmé}f),

=0 m=0 k=0 r=0

genellestirilmis bir formunu kullanarak

1 tl—a dj . 8l—]+kn
N - " I - ~ 7 -~ 7 O
“HTU+1—a) <( w)" g (v )8tl—ﬂauk)< )

ifadesi elde edilir ve bu “n® icin

e o C 9
O = 220+ (1 — a7y + eTa)) ot — u—ge

a\ gy, @ n+1 n—o
(n) 875_71 a <n+ 1> Dt+ T] It Y (4.19)

-3 () HOL () + 3
+Z Gt
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olur ve burada

ILL =
oo n m k=1 [ n k (420)
1L (=w)” 9™ () k—r) OnTmtE

Z 2 Z k! T(nt+1—a) o™ (U ) Bt”—mﬁzﬁ“’

n=2m=2k=2r=0 \ n m
ile verilir.
Riemann-Liouville tiirev i¢in Lie grup doniisiimii
0%u  0%u
—— =—+en+0( 4.21
ata ata +€77t + (5 )7 ( )

seklinde olup, burada 7,

0y = Dy (n) + €D} (us) — Dj(§us) + Dff (uDyr) — D (ru) + 707,

formunda elde edilmistir (Gazizov vd., 2012). Hesaplamalar Caputo tiirev i¢in yapilan

hesaplamalara benzerdir. (4.11) Leibnitz formiilii kullanilarak

0%n

= S (e = aln + wm) ata Z (DPE) (D "uy)
(4.22)
" i z a;tzu N nil Ditir| D _ué?;zu T
elde edilir.
Sonug olarak simetri grubunu basitge izah etmek gerekirse
F(t,x,u(t,z), " Dju(t, z), Opu(t, x), 0*u(t, x), ..., diu(t, z)) = 0, (4.23)
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bir KmKDD’ye (4.14) uygulandiginda, karsilik gelen sonsuz kiiciik iirete¢ asagidaki
formda

+ 7(t, z, u)2 +n(t,x,u) 4 (4.24)

0
ng(t,x,u)— at %7

ox

olup, genel olarak, diferansiyel denklemlerin degismezliginin bir genellestirilmis

tanim1 agagida gibi olur.

Tanim 4.6. (4.23) denklemi i¢in (4.24) sonsuz kiigiik iireteg ile (4.14) simetri altinda

u = v(t, x) bir degismez ¢6ziimii olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul:
e u = v(t,x) ¢oziimii (4.23) denklemi sagliyor olmasidir,
e u = v(t,x) ¢oziimii X altinda degismez olmasidir.
Hakikaten tanimda belirtildigi gibi, (4.23) denklem icin X {ireteci aliinda v =

v(t, x) nin bir degismez ¢6ziim olmast i¢in gerek ve yeter kosul

o u=uv(t,x)i¢in X(u—v(t,z)) = 0 olacak sekilde

&(t, z, u(t, x))‘%a(';’x) + 7(t, z, v(t, x))% = n(t, z,v(t, x)), ifadesi saglanir,

o u=(t,z)iken F(x,t, v(t,x)," D v(t,x), v(t, x), ..., 0%v(t, x)) = 0’dir.

Kesirli tiirevler icin Lie grubu yonteminin uygulamasi, bir sonraki lemmay1 dogrular.

Lemma 4.3. (4.23) denklemi (4.24) sonsuz kiigiik iireteci ile (4.14) Lie simetri
doniistimii altinda degismez olsun. Ayrica (4.23)’te ¢’ye gore w’nun ikinci ve daha
yilksek mertebeden tiirevi bulunmuyorsa, o zaman A(t,x) ve B(t,z) iki keyfi

fonksiyon i¢in n = A(t, z)u + B(t, x) seklini alir.

Ispat: Lemma kosulu w’nun t’ye gore sadece kesirli tiirevi vardir. (4.14) doniisimii
uyguladiktan sonra “Dj'u = “Dju + ¥ Din + O(?) elde edilir. © D;'n’nin ifadesi
genisletilerek (4.20) ile kargilagilir. Burada & = 2 iken

1 t27%(—u)

H=ATGB - a)

uttnuua
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olur ve denklemde oldugu gibi u; ve u ile t’ye gore yiiksek mertebeli tiirevleri
olmadigindan n,, = 0’dir. Boylece, n sadece u’ya lineer olarak baghdir. Iki kez

integral alindiktan sonra, n = A(t, z)u + B(t, x) elde edilir.
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5. BASLANGIC VE SINIR DEGER PROBLEMLERI

Diferansiyel denklemler, matematigin cesitli alanlarinda ve 6zelde c¢esitli uygulama
alanlarinda ortaya cikmugtir. Diferansiyel denklem, bilinmeyen bir fonksiyonun bir

tiirev veya diferansiyel operatdriinii iceren bir denklemdir. Ornegin,
y " = flzy,ys oy "), (5.1)

xr bagimsiz degiskenli ve y(z) bagimli degiskenli n. mertebeden bir adi
diferansiyel denklemdir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii, denklemi saglayan, n-kez

tiirevlenebilen bir i (z) fonksiyonudur.

Diferansiyel denklem, bir tek bagimli degiskenin iki veya daha fazla sayida bagimsiz
degisken cinsinden tiirevlerini igeriyorsa bu denkleme kismi tiirevli diferansiyel
denklem denir. A, B,C,D,E,F € R ve u(x,y) iki bagimsiz degiskenli fonksiyonu
olmak iizere, ikinci mertebeden lineer kismi tiirevli diferansiyel denklem

0%u 0%u 0%u ou ou

A B D—+FEF—+ Fu= 5.2
8:E2+ 8x6y+08y2+ 8:p+ 8y+ u=G(z,y), (5.2)

seklinde yazilabilir. G(z,y) = 0 ise (5.2) denklemi

0*u 0%u 0*u ou ou
A B D—+FEF—+Fu= .
Ox? + Oxdy + 00y2 + Ox * oy +Eu=0, (5-3)

homojen denkleme doniisiir. (5.3) kismi tiirevli diferansiyel denklemin parabolik,
eliptik ve hiperbolik olmak iizere ii¢ farkl tipi vardir. Bunlar (x,y) degiskenlerine ve

A, B,C,D,E, F € R gore

Az® +2Bry + Cy* + D + Ey+ F =0,

seklinde ikinci dereceden cebirsel denklemin diskriminantina gore
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A <0, eliptik
A = B?*—4AC ise A =0, parabolik
A >0, hiperbolik

olacak seklinde belirlenir. Hiperbolik diferansiyel denklemler salinim siire¢lerini
tanimlar. Parabolik diferansiyel denklemler 1s1 ve madde transferi siireglerini tanimlar.

Eliptik tipteki diferansiyel denklemler zamandan bagimsiz duragan siirecleri tanimlar.

Adi ve kismi diferansiyel denklemler gesitli tipte sinir kosullarla birlikte verilir. Bir
diferansiyel denklem i¢in baglangi¢ kosulu verilmigse Cauchy problemi, sinir kosulu «
cinsinden verilmigse Dirichlet tipi sinir kosulu olarak, «’nun tiirevinin alanin sinirlari
icin degerleri belirtilmisse Neumann tipi sinir kosulu olarak adlandirilir.  ve w’nun

tiirevi ile birlikte verildigi taktirde Robin sinir kosulu s6z konusu olur. Ayrica bunlar

e u(0,2) = ¢(x), Cauchy problemi,
u(r,a) = t
° ( ) =il ,  Dirichlet problemi,
o u,(a,y) =), Neumann problemi,
o cuz(a,y)+ du(a,y) = w(t), Robin problemi,

olarak tanimlanir. Parabolik denklemler ¢ zamanina gore birinci tiirevi igerir, bu
nedenle ¢oziim icin bir baglangi¢c kosulu uygulanir. Eliptik tip bir denklemin ¢6ziimii
t zamanina bagh degildir, bu nedenle baslangic kosulu ortaya ¢ikmaz. Lineer sinir
kosullar1 dikkate alindiginda bolgenin sinirindaki aranan ¢6ziim, ¢dziimiin durumunu
belirler. Ornegin, bir ipin titresim siireci incelenirse, uclar sabitlenebilir bu Dirichlet
kosulu verir, ucglar1 serbest olabilir bu Neumann kosulu verir veya esnek olarak
sabitlenebilir bu ise Robin kosulu verir. Sinir kosullar1 daha karmasik olup ¢ zamanina

gore tiirevleri icerebilir. Lineer olmayan sinir kosullar1 daha da karmasik hale gelir.

X ve Y iki normlu uzay ve 7' : X +— Y bir doniisiim olsun. Eger asagidaki kosullar

saglaniyorsa, o zaman, 7'z = y denklemi iyi tamimli olarak adlandirilir:
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1. Problemin bir ¢6ziimii var; yani her y € Y icin T'x = y olmak {izere en az bir

x € X vardir.

2. Problemin ¢oziimii tektir; yani her y € Y icin 7'z = y olmak iizere en fazla bir

z € X vardir.

3. Problemin ¢6ziimii kararlidir. Yani x ¢coziimii siirekli olarak daima y’ye baglidir
ve n — oo iken Kz, — Kux olacak sekilde her x,, € X dizisi i¢in z,, — =

olmalidir.

Ek kosullar belirlenirken, bu kosullarin bir ¢6ziimiin varligini (problem fazla kosul ile
gecersiz kilinmamalidir) ve ¢oziimiin tekligini (problem yeteri kadar belirlenmelidir)
saglamasi gerektigini unutmamak gerekir. Ayrica, ¢coziimiin kararlilik kogsulunun yerine

getirilmesi de tercih edilir (bu her zaman boyle degildir).

5.1. Baslangi¢ ve Simir Deger Problemlerin Simetri Analizi

Lie simetri analizi, diferansiyel denklemlerde kesin ¢oziimler bulmak icin en sik
kullanilan yontemlerden biri olmasina ragmen, baglangic ve smir problemlerini
¢Ozmek icin ¢ok az kullanilmistir. Bunun nedeni, verilen bagslangi¢ ve sinir kosullari
herhangi bir doniisiim altinda degismez olmamasidir (Bluman ve Kumei, 1996).
Boylece, simetri doniisiimii uygulayarak ortaya cikan kismi diferansiyel denklem
icin degismeyen bir ¢oziim, simetri doniisiimii tiim sinir kosullarini ve sinir deger

probleminin alanini degismez biraktiginda verilen bir sinir deger problemini ¢ozer.

Bluman ve Kumei coziilebilecek bazi baglangic ve sinir deger problemleri icin
baglangic ve smir kosullarimin Lie simetri tanimimi vermigtir. Bluman, kismi
diferansiyel denklemi, sonlu degerler olan x ve ¢ sinir ve baglangic kosullarini
incelemigtir. Daha sonra Cherniha ve Kovalenko (2011, 2012), Bluman’nin tanimin1

x ve t sinir ve baglangic kosullarinin sonsuz degerleri icin genellestirmistir.

Bluman’in tamimina goére baslangic ve smir deger kismi diferansiyel denklemin
cOziimiinii bulmak icin, simetri doniisiimiinii kismi diferansiyel denklem ile birlikte

baglangic ve sinir kosullarina da uygulamak gerekir.
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Boylece €2 bolgesinde tanimli

ou  OFu 9
Uy = F (t,x,u, %,..., w) s (t,x) eQCR s (54)
ou Oty
da(t,I)IOIBa (t,x,u,%,...,m> :O, azl,...,p, (55)

sinir deger problemi tarafindan X Lie simetri oldugunu kabul edelim. Burada

Ju ok 1y
Y Ozt Oxk—1

dy(z,t) tizerinde olan B, (t, x,u ) sinir kogullaridir. Yukaridaki sinir deger

probleminin tek bir ¢6ziimii oldugunu varsayalim.

Tammm 5.1. (Bluman’in tanimi) (3.5) formunda olan X simetri, (5.4) ile (5.5) simr

deger problemini saglar, eger,

e Heru, = F(x,u, 2 ...,g%ﬁ) igin XM (u, — F(z,u, 2, ..., 2u)) =,

) Bz ) 9r) Y Ok
o d,(x,t)=0,a=1,..,picin Xd,(z,t) =0,

e d,(x,t) =0,a =1,.., piizerinde her B,(t, x,u, g—z, s %) = 0 igin

XEDPB (t,2,u, 2, . akflu) =0.

Ox’ ") Oxk—1
Boylece simetri yontemi ¢Oziim kiimesini arastirmasinda verilen baglangi¢ ve sinir

deger kosullar ile kisitlanmiyor.

Biz ise bu c¢alismamizda Bluman’in kesirli olmayan diferansiyel denklemler igin

verdigi teoriyi Caputo tiirevi iceren KmKDD’lere genislettik. Bir 2 bolgesinde

tanimlanmisg
°Du=g(x,u u O (z,t) € Q C R? (5.6)
t =g ) ’835’“"81”? ) ’ ) .
ou Oy
c _n.C _ _
do(z,t) =0:"B, (t,x,u, EE 8xk—1) =0, a=1,....p (5.7)

ou Gk’lu)
b

KmKDD igin sinir deger problemini diisiinelim. Burada “B,(t, z, u, e =

“d,(x,t) iizerinde baslangic kosuludur. (5.6) ve (5.7) smr deger probleminin tek bir

cOziimil oldugunu varsayalim. Bu durumda asagidaki tanimi verebiliriz.
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Tammm 5.2. (3.5) formunda olan X simetri (5.6) ve (5.7) sinir deger probleminin

degismezligini saglar. Eger,

o ODu=glx,u, 5% .. 5 icin XB(CDfu — gl,u, 52, . 5)) = 0,

’ 9r " ) Qr) Y Oxk

o “dy(z,t) =0,a=1,...,picin X9d,(x,t) =0,

o “dy(x,t) =0,a=1,..piizerinde ° B, (t,7,u, 2, ..., £:4) = 0 igin

X(k_l)CBa(t,.T,u ou ] ak—lu) —0

) 9r ) Ty Pph—1

Teorem 5.1. u = v(t, z) igin (5.6) bir deismez ¢oziim olmasi gerek ve yeter kosul X

sonsuz kiigiik iiretecine sahip ve v(t, x) egrisinin agagidaki esitligi saglamasidir:

n(t,z,v(t,x)) — &(t, z,v(t, z))—

7(t, x, V(t,:L‘))CDtl_ag <x, v(t,x), a”éi’z), - 8165;2’35)) = 0.

(5.8)

Ispat: Eger X(u — v(t,z)) = 0ise, u = v(t,x) ¢oziim yiizeyi olarak (5.6) igin

degismezdir. Yani

ox ot ou
B ou ov(t, z) ov(t, x)
_n(l'atvu) g(z,t,U)T_T(x,t,U)T

ou
— n(x’ t7 ]/(t, :E)) — f(l’, t, l/(t, IL‘)) ayg;x) - T(ZL‘, t? V(t’ l’)) ayg;’ x) :

0=X(u—v(tz)= (5(3:,75,u)3 + 7(z, t, u)2 + n(x,t,u)g) (u—wv(t,x))

Boylece u = v(t, ) ise uy = % olur. “ D} f(t) = I""“D"f(t) formunda olan

Caputo tiirevin 6zelligine gore u, = D, “g(z, u, Qo g%j)) olur ve
ov(t
vl ) — ot ) 2
T
CcHl-a ov(t, x) vt x),,
rat(t, ) D} gl it), 20 THED

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Ispatladigimiz teorem Riemann-Liouville tiirev icin gegerli degildir. Ciinkii Riemann-

Liouville tiirevi i¢in DY f(t) # I"~*D" f(t)dir.
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Verdigimiz genellestirilmis tanim ile ispatladigimiz teoremi kullanarak kesirli tiirev
iceren bazi1 kismi diferansiyel denklemlerin simetri analizini verelim. Ama 6nce sinir

deger problemler i¢in varlik ve teklik teorisine goz atalim.

5.2. Baslangi¢ ve Simir Deger Problem icin Varlik ve Teklik Kavram

n. mertebeden (5.1) diferansiyel denklem, genel olarak, sonsuz sayida ¢oziime sahiptir.
Denklemin tek ¢oziimiinii belirlemek i¢in, baslangic kosullarin1 vermek yeterlidir.

Boylece

y(n) = f('/l/" y7 y/7 M} y(nil))7 ‘,L‘ Z "'EO
y(iﬂo) = Yo,
Y (zo) = Y0,

\ y(n) (l‘o) = y(()n)v

seklinde olan Cauchy problemi elde edilir. Diferansiyel denklemler i¢in baslangic
deger problemlerinin ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi bir¢ok ¢alismanin konusu olmustur.

Cauchy probleminin ¢oziimiiniin varlif1 ve tekligi tizerine asagidaki teorem gecerlidir.

Tanmm 5.3. (N, || - ||) bir normlu uzay i¢in 7' : N — N doniisiimii Lipschitz kosulu

olarak adlandirilir ve K > 0 bir Lipschitz sabiti mevcut olup her 21, 22 € N i¢in

| Toy — Ty |[< K || 21 — 22 ],

esitsizligi saglanilir.
Bu duruma Lipschitz kosulu denir.
Teorem 5.2. (Elsgolts ve Norkin, 1973) f(x,y,1/, ...,y ") fonksiyonu, merkezi

(x0, Yo) noktasinda olan diizgiin kapali bir D = {(z,y) : |z — z0| < a, |y — yo| < b;a,b € R}

bolgesinde siirekli ve taniml1 bir fonksiyon olup

51



n—1
n—1 n—1 7 7
|f($7y17yi7ay§ ))_f(xuy[)?y,Oa?y(() )>| SK(O |y1)_y(())|) ;

Lipschitz kosulunu dogruluyor ise, y™ = f(z,y,v/, ...,y™ ) denkleminin y(z,) =
Yo, V' (20) = Yy - Y™ (0) = y((]") kosullarini saglayan bir y = h(z) ¢oziimii vardir ve

o ¢Oziim tektir. Burada K bir sonlu sabittir. Ayrica bu ¢éziim

1

H < mi -, =
mm(a,L,K

), L=mng(x,y,y’>---,y(”‘l)),

olacak sekilde |x — x| < H igin mevcuttur.

Burada y(x0) = o, % (70) = Y, -, y™ (20) = y(()") icin (5.1) denklemini saglayacak

olan aranan y = h(z) ¢dziimil |z — x¢| < a i¢in var oldugu iddia edilemez. Ciinkii
integral egrisi y = h(x), |z1 —xo| < aiken x = x4 bir degeri i¢in iist veya alt kenarlar
y = yo=xb lizerinden dikdortgen D’den disari ¢ikabilir ve daha sonra 7 > z¢ (z1 < xg)

icin x > 71 (v < x1) iken ¢dziim tanimlanmamuis olabilir.

Genel durumda kismi diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin varlifi ve tekligi sorusu
tamamen c¢oziilememigtir. Bir kismi diferansiyel denklem i¢in problemin ¢oziimiin
varlig1 ve tekliginin arastirilmast, enerji integrali veya maksimum yontemi kullanilarak
yapilabilir. Toplam enerji ifadesinin kullanimina dayanan teklik teoreminin ispat
yontemi, matematiksel fizigin cesitli alanlarindaki teklik teoremlerinin ispatinda
yaygin olarak kullanilmaktadir. Ornegin, dalga denklemi icin baslangig ve simr deger

probleminin ¢6ziimiiniin teklik ispat1 asagida gibi olur.

Teorem 5.3. (Tikhonov ve Samarskiy, 1963) D = {(¢,z) : 0 < x < [,t > 0} tizerinde

tanimli

p(x)ug — (k(z)ug). = f(t,z), pz) >0, k(z) >0vet >0, 0 <z <, (5.9)

denklemini ve

U(O, :E) = gb(x)v ut(()?‘r) = ?/)(95)7
u<t7 0) = ’Yl(x)v u(t, l) = 72(x)7
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baglangic ve sinir kosullarini saglayan tek bir u(t, z) fonksiyonu vardir eger,

1. u(t,z) fonksiyonu ve (5.9) denklemin igerdigi bu fonksiyonun tiirevleri ve

tirevi t > 0 iken 0 < x < [ {izerinde siirekli.

2. p(z), k(x) fonksiyon katsayilar1 0 < x < [ iizerinde siirekli ise.

Ispat: Bu problemin u, (t, z) ve uy(t, z), v(t,z) = uy(t, 2) — us(t, ) olacak sekilde

iki ¢oziimii oldugunu varsayalim. v(¢, z) fonksiyonu

puy — (kvg), = 0,
v(0,2) =0, v(0,2) =0,
v(t,0) =0, (1) =0,

denklemi ile baglangic ve sinir kosullarini ve buna ilaveten teoremin 1. kosulunu

sagliyor. v(t, z) = 0 oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

t zamanindaki ipin toplam enerjisi olan enerji integrali géz Oniine alalim. FE(t)

fonksiyonu ¢’ye bagl olmadigini gosterelim. F(t)’nin ¢’ye gore tiirevi alinirsa
!
= /(kvxvxt + pvvy)de,
0

elde edilir. Simdi kismi integral yontemi uygulandiginda

l l

/kvxvxtdx = (k:vxvt)% — /vt(kvx)xdm,

0 0

olur ve sinir kosullarin1 kullanarak
! l
/ PUVy — kvx)x)d = /Ut(p’Utt - (kvx)x)dm = 07
0 0
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elde edilir, buise F(t) = c olur ve burada c bir sabittir. Baglangi¢ kosullarini kullanarak

c=FE0) =

DN | —

l
/ (k(02)? + p(0)) r—odzx = 0,

gecis saglanir. Bu esitligi ve k(z) > 0 ile p(x) > 0 godz Oniine alarak v, (t,z) = 0,
v (t, ) = 0 oldugu elde edilir. Yani v(t,z) = ¢/, olarak bir sabite esittir. Baglangi¢
kosullu ise bize v(0,x) = ¢ = 0 esitligini verir. Boylece v(t,z) = 0 oldugu ortaya
cikar. Dolayisiyla, teoremin kosullarini saglayan w,(t,z) ve wuq(t, x) iki fonksiyon

varsa, o zaman onlar u; (¢, z) = wuy (¢, x) seklindedir.

Bir sinir deger problemi icin ¢oziimiin varligimi ve tekligini kanitlamak i¢in yaygin
olarak kullanilan bir bagka yontem Banach sabit nokta teoremidir. Banach’in Biiziilme
Ilkesi olarak bilinen sabit nokta teorisinin ana sonucu, Banach tarafindan 1922’de

tanitildi.

Tamim 5.4. (Reed, 1980) N bir bos olmayan kiime olsun ve (N, || - ||) normlu uzay
tizerinde 7' : N +— N bir doniisiim olsun. 2* € N olacak sekilde bir nokta i¢in eger

T(xz*) = z* ise =*, T"nin sabit noktasi olarak adlandirtlir.

Tamim 5.5. (Reed, 1980) 7" : N +— N doniisiimii i¢in eger her x1, 22 € N icin
| T(x1) = T(x2) [< el w1 — 2],

ve ¢ < 1 olacak sekilde bir say1 varsa 7" doniisiimiine bir biiziilme doniisiimii denir.

Teorem 5.4. (Banach sabit nokta teoremi; Banach, 1922) (N, || - ||) tam normlu bir
uzay olsun ve T : N — N bir biiziilme doniisiimii olsun, dyle ki 0 < ¢ < 1 bir sabit ve

her z1, x5 € N i¢in

| Tay =Ty |[<c |z — a2 |,

esitsizligi saglansin. O zaman 7' tek bir sabit noktaya sahiptir.
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KmKDD ig¢in baglangi¢ ve sinir deger probleminin ¢oziimiiniin varliim ve tekligini

incelemek i¢in, sabit nokta teorisine dayanan bir yontemi kullanacagiz.

Kilbas vd. (Samko vd., 1993), tam say1 mertebeli tiirevden diferansiyel denklemler i¢in
Cauchy problemine karsilik gelen sonuglara gore toplanabilir fonksiyonlarin ve siirekli

fonksiyonlarin uzayinda,

D3y(x) = f(z,y(z)), a>0,z>c

(5.10)
Dy Fy(),oy =k, bk €R, E=1,....,n=a]+1,

Ir=cC

KmDD’ler i¢in Cauchy tipi problemlerin ¢éziimlerinin varligini ve tekligini ispatliyor.

Teorem 5.5. (Samko vd., 1993) a > 0, n = [a] + 1 olsun ve f(z,y) € C,_.|c,d]

olmak iizere f(x,y) : [c,d] X Y +— Y bir fonksiyon olsun. Ayrica
|f(1:,y1) - f(x7y2>| < K|y1 - y2|7

seklinde olan Lipschitz kosulu kargilansin. O zaman (5.10) Cauchy tipi bir problem

icin h(z) € CY_ ¢, d] olmak tizere tek bir y = h(z) ¢dziimii vardir.

Teoremin ispati, diferansiyel denkleme karsilik gelen

y(x) = Z —F( b (x—c)* " + ! / (f(t,y(t)) dt, = >c,

a—i+1) () x — =)

c

ikinci tipteki Volterra integral denklemine indirgenmesi ve Banach sabit nokta teoremi
fikrine dayanmaktadir. Belirtilen indirgeme, ./ kesirli integralin ve D¢ Riemann-

Liouville tiirevinin iyi bilinen (4.10) 6zelligini kullanilarak gerceklestirilir. Burada

lim D Fy(x) =by, b €R, k=1,2,...n

r—rc+

esitligi diferansiyel denklem icin Cauchy tipi problemi olusturur.
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Bir sonraki bolimde ¢oziimlerin varhigini ve tekligini gostermek icin bu teoriyi

kullanacagiz.
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6. RIEMANN-LIOUVILLE TUREV iCEREN DIFERANSIYEL
DENKLEMLER iCIN LiE SIMETRI ANALIZi

Bu boliimde, KmKDD i¢in sinir deger problemlerin ¢éziimii ve analizi icin analitik
yontemlerinden biri olan Lie simetri analizini kullanarak arastirma ve gelistirme
yapilarak kesirli tiirev operatorii iceren KdV denklemler grubundan dalga denklemleri

incelenmistir.

6.1. Genellestirilmis Kesirli KdV Diferansiyel Denklem icin Lie Grup Yontemi

Aragtirma siirecinde ilk basta (Iskandarova ve Kaya, 2017) calismasinda verilen

asagidaki KmKDD’1

oDfu = (9(u)tes), , (6.1)

g0z Oniine alalim. Burada (D{*u, u(t, z) fonksiyonun Riemann-Liouville tiirevidir ve

g(u), u(t, z)’ya bagh bir fonksiyondur. (6.1) denkleminin agilimi

ODtau - 9/(U)Umuz - g(u)umcx = 07 (62)

seklinde olur. Bu denklem (4.16) ile (4.15) kesirli tiirevler icin Lie grup doniisiimii

altinda

bu =86 =Tu=To = Nuu =0,
—ag'n—g"n+39'& — g'nu =0,
—agr — g'n+ 398 =0,

—9"Nze — 39Nzau = 0,

=29 Neu + §'8ex = 0,

—9'Mw — 39Nz + 39&se = 0,

(6.3)

a—1 _
Nut — 5T = 0,
0%n %Ny _
ot u ot IMNazz = 07

denklem sistemini verir. Elde edilen sistemi &, 7,7 sonsuz kiiciiklere gore
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¢ozdiigiimiizde baz1 6zel g(u) fonksiyonlar i¢in asagidaki sonsuz kiigiik operatorler

bulunur.

e ¢(u) fonksiyonu herhangi keyfi fonksiyonu oldugunda

0 0 o 3to
a—x, X2:§’ X3:$—+

X, = 2
! or «aot’

tic sonsuz kii¢iik operator elde etmis oluruz.

e g(u) =1ve0 < a < 1oldugunda X, X5, X3 operatorlerine ek olarak dordiincii

0 9,
Xy = ue Xy = h(t,r)—,
4 Y ( :E)au
sonsuz kiigiik operatorleri bulunur. Burada h(t,z) fonksiyonu D{h = hyy,

lineer denklemini saglar.

e g(u) =u’i¢inb # 0ile 0 < a < 1 olmak iizere, 0 zaman iki

PO (N x, =2 a9

oz b Ou

sonsuz kii¢iik operatorii daha elde edilir.

e g(u) = u’ i¢in b = —3 iken 6zel durum olur ve

0 6t 0 (Ba—3)u d
Xo =ty ~ o 30 o_3 ou

operatorii hesaplanilir.

e g(u) = €" olup a parametresi « = 1 tam say1 iken

0 0 0 0
X4:CC%+3%, X5:t§—04%,

seklinde iki ek operator daha bulunur.

g(u) = €" fonksiyonu icin « kesirli oldugunda doniisiim ek sonsuz kiigiik operator
vermedigini belirlemek gerekir. Yani denklemin g(u) = e" iken X, X5, X3 operatorler
ile verilen simetriler disinda simetrisi yoktur. Bu ifadenin dogru oldugunu asagidaki

teorem ile gosterebiliriz.

Teorem 6.1. Dfu = (g(u)uy, ), denklemin g(u) = e* ve 0 < a < 1i¢in Xy, Xo, X3
operatorler disinda ek sonsuz kiiciik operatorii yoktur.
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Ispat: g(u) = e* ve 0 < a < 1 olsun, bu durumda (6.3) denklem sistemi

1. &u=& =7y = To = N = 0,

2. —aetty —e'n + 3e"é, — e'n, =0,
3. —ae'ry —e'n+ 3e%é, =0,

4. —€"Nez — 3" Nazu = 0,

5. =2€"Ngy + €8 = 0,

6. —€"ny — 3" gy + 3€"Eys = 0,

a—1 _
T. Nut — 5T =0,

o 0%ny _
8. Fm — Ut — €"Mgga = 0,

olarak verilir. Birinci denklemden & = A(z), 7 = B(t) ve n = C(x,t)u + D(x,t)
seklinde olur. 2. ve 3. denklemlerden C' = 0 olup ve 5. ve 7. denklemlerden A =

1T + co ve B = cst + ¢4 olarak elde edilir. Boylece kargsilik gelen tiirevleri bulup ve 2.

0“D

denkleme koyarak D ’in sabit oldugunu goriiriiz, ancak 8. denklemden %3

= 0 olup,
bize D = c5t*~* verir ve boylece bir geliski elde edilir. Buise 0 < o < 1 ve g(u) = e*

icin ek simetri olmadigi anlamina gelir.

Simdi g(u) fonksiyonunun bazi 6zel durumlari i¢in ¢oziimlerini gosterelim. g(u) = 1
i¢in (6.2) denklemi Dj'u = u,,, seklinde olan lineer KdV denklemini verir ve Lie grup

doniistimii altinda

0 0 o 3to
Xl_ﬁ_x’ X2_E7 Xs—JJ%ﬂLE&a
0 0
X4 u%, Xoo = h(t,l’)%,

bes sonsuz kiiciik operatore sahip olur. X; ve X, operatorlerinin birlesimi

0 0
X1+kX4 == % +/€U%,
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operatoriinii verir, burada £ € R. O zaman (6.2) denkleminin ¢o6ziimii u(t,z) =

e ¢(t) olur, burada ¢(t) fonksiyonu

Dyo(t) = k*o(t),

denklemini saglar ve boylece

u(t,z) = ekzto‘_lEaﬁa(k;)’ta),

olacak sekilde ¢oziim elde edilir. Bu elde edilen ¢oziim E, g(x) fonksiyonu, Mittag-

Leffler fonksiyonudur.

g(u) = u’ igin ise (6.2) denklemi D®u = bu’ 1, u, + u gy, seklinde olup

0 0 o 3to
Xl—%, X2—§, Xs—fU%‘FEa,
0 3u 0 0 «au 0

M= Y Yo T e T e

operatorlere sahiptir. Buradaki X, operatorii
u(t,z) = 2*°¢(t),

¢(t) fonksiyonu Dgo(t) = 3(91)—*31’2%”1(15) denklemi saglayacak sekilde bir ¢oziimii
verir. Eger b = 3 ise, bu durumda D{¢(t) = 0 olur, ve ¢(t) = Ct*~, C € R verir.
Dolayisiyla

u(z,t) = ng/bto‘_l,

seklinde bir ¢6ztim elde edilir. Ayrica b = —1 iken D{¢(t) = —24 olup

2453t

u(t,x) = m,
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gibi bagka bir ¢oziim elde edilir. Boylece Lie grup analizinin, sadece lineer ve
loKDD’lerin degil, aym1 zamanda KmKDD’lerin ¢6ziimil icin de giiclii bir ara¢ olugu

goriilmiis olur.

Bununla birlikte bir calismamizda (Kaya ve Iskandarova, 2019) genellestirilmis
Riemann-Liouville tiirev iceren KdV diferansiyel denklemini baglangi¢ ve siir kosulu

ile ele aldik.

Zu+ P(u™)y = Qa(t) (4" )z
u(t, 0) = ¥(1), t€0,7], (6.4)
u(0,7) = ®(x), r € RY,

burada u(t,x), (t,z) € [0,T7] x R", T > 0,0 < a < 1, P,Q € R keyfi sabitler ve
n # 1 € R i¢in bir fonksiyondur. Bu denklem, uzun dalga boyu bolgesinde lineer
olmayan su dalgalarinin yayilimim1 meydana getirir. Bu ¢alismamizda baslangi¢c ve
sinir deger problemini Abd-el-Malek ve Amin (2015)’den farkli baslangic ve sinir

kosullariyla inceledigimizi belirtmek isteriz.

Aragtirma sirasinda zaman-kesirli genellestirilmis KdV denkleminin elde edilen
sonsuz kii¢iik operatorlerini kullanarak lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemine
doniistiiriilebildigini gosterdik. Ayrica, (6.4) denklemi icin korunum kanunlarini

belirledik.

(6.4) denklemindeki g(t¢) fonksiyonu i¢in agagidaki durumlar1 géz oniine alip sonuglar

elde ettik.

e Keyfi g(t) ve 0 < a < 1 igin asagidaki operator

0

X1 =—

Y
bulunur. X; operatoriinii kullanarak w(z,t) = ct® ! ¢oziimiine ulagilabilir,

burada c keyfi sabittir.
e g(t) =t X\ # 0igin

Xp= 20l p o0 g 2072 0
2 2x8x ot 2—27’Lu((9u7
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bir sonsuz kiiciik operator daha elde edilir. X, operatoriine karsilik gelen

karakteristik denklemi

d

8

_ﬁ_ du

20—\,
2—2nu

T t

N>

seklinde olup
2a—\

u(t,z) = t2=2n¢(p), p= T3, (6.5)

p yeni degisken iceren simetri doniisiimiinii verir. Bu sonsuz kiiciik operator

kullanilarak asagidaki teorem dogrulanir.

2a—X A . .
Teorem 6.2. u(z,t) = t2-2n¢(p), p = xt~2 simetri doniisiimiine gore, g(t) = t*
iken (6.4) KdV diferansiyel denklemi agagidaki lineer olmayan kesirli tiirev iceren adi

diferansiyel denkleme doniigiir:

(P2 55 )+ 0Pl (6) = Qn ()6l

(6.6)
+3Qn(n — 1)¢/'(p)¢" (p)(6(p))" % + Qn(n — 1)(n — 2)(¢'(p))*(¢(p))" 7,
burada Pg’ﬁ Erdelyi-Kober diferansiyel operatorii
I RCES TS
s, B eN,
ile
n—1 1 d
(PS7F) (2) := 11 (a +i- ;%) (Km0 ) (@), (6.7)
seklinde olur ve Kg‘vﬁ Erdelyi-Kober integral operatorii
LTy — 1)1y~ @+B) (1), 0,
(k29 ) = § O T e 2 (6.8)
f (), B=0.

ifadesi ile verilir.
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ispat: m — 1 < a < mvem € N olsun, Riemann-Liouville tiirevi géz Oniine alalim

ve (6.5) dontistimiinii kullanarak

t

0w d™ 1 2a-) A
— t — m—a—1_5—== -2)d
ote — dtm | T'(m — «) /< ) crmolesi)ds )

0
elde edilir. Burada s = f yeni degisken doniisiimii yapalim, o zaman

2

—
1

dtm | T'(m

gm | gmoetiER 7 o
_ p F( ) /(S . 1)m—a—187(m7a71+§722)¢(p8%)ds
m m—Q

1

dm 20— 22X o
|:tm—a+ 2_22 (K12+ 2—2n’ ¢) (p>:| :

= :

A

A . e
bulunur. p = xt~ 2 olmak {izere ve m kere tiirev alarak

0“u a1t [d 20— 14202 o o
_— _tm_a+ “on K 2—2n’
ote — dm— [dt o ( % ¢) Q’ﬂ

dmt 2a-2 20—\ 2pd 142223 g
— tm—a—i— o —1 o e el K. _
dtm—1 [ o (m o+ 2—-2n A dp) ( A ¢) (p)]

m—1
2= 20 — A R 2 d 1+5=55 m—a
=t +22"||<1+2_2n—a+]—xpd—p>(K2“ )(p)
j=0

A

20— 1+2‘i*n—o¢,a
=1 " (Pz o ¢) (p),

A

hesaplanir. Boylece, lineer olmayan genellestirilmis KdV diferansiyel denkleme

kargilik gelen asagidaki lineer olmayan adi diferansiyel denkleme doniisiir
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(PL5576) () + PG00 0) = Que () 600"
+3Qn(n — ) @)6()(6)" + Qnln — 1)~ 2)(6'0) (0"

bu ise ispati tamamlar.

e ¢(t) fonksiyonu g(t) = 1 iken iki ek operator daha elde edilir

o L _,0. a0
ot’ T ot 1—nu8u7

X2 -
ve X5 operatdrii u = t7-7 ¢p(x) doniisiimiinii verir, boylece

G(a,n)d(x) + nP(¢(x))" "¢/ (z) — 3n(n — DQ(b(x))" ¢/ (x)¢" (x)

(6.9)
—n(n = 1)(n = 2)Q(¢(x))"*(¢'())* — nQ(d(x))"~'¢" (x) = 0
- _ _M(+aty)
denklemi bulunur, burada G(a,n) = - (ot i) seklindedir.
Ele alinan (6.4) problemi i¢in o = 1 iken
u + P(u")e = Qg(t)(u")aaa,
u(t,0) = U(t), t 10,77, (6.10)

u(0,x) = ¢(z), r € RT,

problemine doniisiir ve baslangi¢ ve sinir kosullarinin Lie grup analizi asagidaki gibi
olur. Bluman’nin baslangi¢ ve sinir deger problemi i¢in Lie grup doniisiimii tanimina
gore keyfi g(t) fonksiyon i¢in sadece X = 01% sonsuz kiiciik operatorii vardir ve
x = 0 oldugundan £(0) = 0 elde edilir, bu ise ¢; = 0 verir. Yani, g(¢) keyfi fonksiyon

iken (6.10) baslangi¢ ve sinir deger problemi herhangi simetriye sahip degildir.

g(t) = 1iken X; = Cla , Xo = CQgt ve X3 = c3 (t Lﬁ) iki operator i¢in
_W(t) ve {2-B(x) = 0 esitlikleri
elde edilir. Bu esitlikler sirastyla WU(t) = ¢17-» S M ve (I>( ) = 0, burada M keyfi sabittir.

benzer sekilde ¢; = 0 ve ¢z = 0 olup tW'(¢ ( ) =

Boylece sadece

0 1 0
X _ta u%,
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sonsuz kiiciik operator altinda (6.10) baslangic ve sinir deger problemi degismez kalir

ve baglangic sinir kosullar agagidaki gibi olur

u(t,0) = t7=n M, telo,T],
u(0,z) =0, r € RT.

Boylece sonsuz kiigiik operatorii u(t, z) = tl%nw(a:) doniisiimii verip, (6.10) probleme

degismez olan adi diferansiyel denklem i¢in

(@) + (@) (@) — Qnln — 1)(n - 29 <x>n*3wf<a:>3
F3n(n — Dp(e)" 2 (@) (2) + np )19 (x)) = 6.11)
$(0) = M.

Cauchy problemi elde edilir.

Son olarak da g(t) = €' ile g(t) keyfi fonksiyonu i¢in ¢; = 0 ve ¢; = 0 olup (6.10)

problemi icin problemin simetri olmadig1 kolaylikla gosterilebilir.

Simdi

(6.4)’teki denklemin korunum kanunlarini belirleyecegiz. Bunun icin Ibragimov’un
teoremini kullanarak ¢(t) keyfi fonksiyon i¢in elde edilen X; = a% operatorii,
W, = —u, bulunur ve

C* = Pu* tu, — (n — 1)(n — 2)Qg(t)u®">u? — 3(n — 1)Qg(t)u*" *Uptiy,

- Qg (t)u2n—1 UgpUggz,

Ot = —%]tl_a(—ur) + J (=g, —u"tuy),

t T
seklinde olur ve burada J(f, g) f f =y a+f L) dpds dur.

Vo
g(t) = t"igin Xo = 2220 4 40 4 222 operatorii, W, = 2220 — tuy — Jau,

esitligini verir ve
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200 — A A
r — —_ _ = — P2l -1 —9 A, 2n—3, 2
C (2 —5 U tuy 2xux> (—Pu""" 4+ (n—1)(n — 2)Qt u™" " u;
200 — A A A

T xt T S zx T 5 Yz —2 /\2n72x
5 U Uy 5T 2u)(n )Qt "y

+(2n — DM 2y, ) + (

200 — A A
+ <2a_ 2n Ugy — tuzmt - )\ux:r - Exuxmm) Qt)\umbil?

olur.

g(t) = 1ligin X3 = 2 ve X; = t2u +t2 operatorler, W3 = u,, Wy = t%u — tu

esitlikleri elde edilip, sirayla

C* = Pu* 'y, — (n— 1)(n — 2)Qg(t)u*" uZu, — (2n — 1)Qg(t)u” *uptiy,

—(TL - 1)Q9<t>u2n_2uxutac - Qg(t)UQn_luxux:vh

un
Ct = —?Itl_a(—ut) + J (=g, —u" " tuy),

ve

Cc* = ( @ - tut> ((n —1)(n —2)Qt M 3uk + (2n — DQt " 2uyy — Pu2"_1)

1—n

+ <1 fnux — tuxt> (n —2)Qt Mu*  u, + < Uzy — tumt> Qt L,

«
1—n

n
Ct = —%Itl_a <lfnu—tut> +J <1fnu_tuta_un_1ut> )

seklinde bulunur.

Boylece ¢ zaman parametresinin Riemann-Liouville tiirevi iceren lineer olmayan
denklemlerin Lie grup analizi inceleyip baz1 6zel durumlar icin ¢6ziim verip, korunum
kanunlarimi belirledik. Lie simetrisini kullanarak (6.4) kesirli genellestirilmis KdV
denkleminin Erdelyi-Kober tiirevi iceren denkleme indirgenebilecegini gosterdik.

Ayrica, baglangi¢ ve sinir kosullarini incelerken, v = 1 i¢in sinir deger problemimiz
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icin degismez oldugunu gordiik. Bu ¢alisma bize o # 1, yani « kesirli say1 oldugunda

baslangic¢ ve sinir kosullarinin Lie grup analizini incelememize yol agmustir.
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7. CAPUTO TUREVI ILE VERILEN BASLANGIC VE SINIR
DEGER PROBLEMLER iCiN LiE SIMETRI ANALiZi

KmKDD’lerin smnir deger problemleri i¢in Lie grup yoOntemini arastirdigimizda
izledigimiz yola gore verilen tanim ve ispatlanan teorem Caputo tiirev icin gegerli
olup Riemann-Liouville tiirev i¢in gecerli degildir. Bu boliimde, zaman-kesirli Harry-
Dym diferansiyel denklemi ve ardindan klasik difiiziyon denklemi ile 3. mertebeden
diferansiyel denklemi i¢in baslangi¢c ve sinir deger problemleri Caputo tiirevi ile

kullanilarak incelenecektir.

7.1. Caputo Tiirevli Harry-Dym Diferansiyel Denklem icin Baslangic ve Simir

Deger Problemi

Bu Bolimde Caputo tiirevli baslangic ve sinir deger probleminin simetrilerini
inceleyecegiz (Iskenderoglu ve Kaya, 2019). Kesirli zaman tiirevli Harry-Dym

denklem i¢in baglangic ve sinir deger problemi asagidaki gibi verilsin.

ile
u(t,0) = f(t), t>0, (7.2)
u(0,2) = g(), z >0, |

baglangi¢ ve sinir kosullart olsun.

(7.1) denklemine Lie simetri yontemini uyguladigimizda {i¢ durum elde ediyoruz.

Bunlar:

o Alu) =u®, s# —1ves #0igin

& =cx+ 2,
T= a(:ic—il-l)t + ¢s,
n = 3ciu.
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elde ettik, bu ise

301

0 0 0
X = (Cll' + 02) % + (m + 03) E + 30{&@, (7.3)

seklinde sonsuz iireteci veriyor.

Burada her ¢;, i = 1,2, 3 sabiti A(u) = w* ile (7.1) denklemi i¢in bir simetri temsil
ediyor. Baglangic ve sinir deger problemlerin degismezligi tanimi, asagidaki tartismayi
yapmamiza izin verir. t = 0 esitligin degismezligi c3 = 0’1 verir ve z = 0 esitligin

degismezligi co = 0’1 verir. Boylece

3C1

d
mtaf(t) =3c1 f(t),

olur. Bu denklemin ¢oziimii f(t) = t*(+Yk,, k; keyfi sabit olacak sekilde elde edilir.

Ayricat = 0 i¢in

d
0195%9@) =3c19(x),

veya g(x) = 2k, burada ky keyfi sabit olacak sekilde elde edilir.

Bu, eger (7.1) denklem ile A(u) = u® igin sinir ve baglangi¢ kosullari yukaridaki gibi
ise, 0 zaman bu problem (7.3) sonsuz lireteci altinda degismezdir anlamina gelir ve
asagidaki sonsuz kiiciik bir operator elde edilir:

0 3 0

0

e Eger A(u) = u~! ise 0 zaman sonsuz iireteg

0 0 0
X = Cl% + (Cgt + Cg)a + @CQU%, (74)
seklinde elde edilir.
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Durum 1 ile ayni operasyondan sonra ¢; = ¢3 = 0 bulunur. £ = 0i¢in 0 = acog(x) elde
edilir, bu da baglangi¢ kosulunun «(0, z) = 0 seklinde oldugu anlamina gelir. z = 0
iken f(t), cotL f(t) = acof(t) igin f(t) = t*ks biciminde bir ¢oziimdiir, burada k3
keyfi sabittir. Eger sinir ve baglangi¢ kosullar1 yukaridaki gibi ise

0 0
X2 = ta + QU%,

yazilir ve bu problem igin bir sonsuz kiigiik operatér ise, 0 zaman A(u) = v~ igin (7.1)
ile (7.7) problemi (7.4) sonsuz iirete¢ altinda degismezdir. X, operatorii u = t*¢(x)

doniisiimii verir. Bu doniisiim probleme uygulandiginda
¢(a)l(a + 1) = 20(2) ¢/ (2)* — 3¢(2) ¢/ (2)¢" (2) + ¢(x) " ¢" (),

elde edilir. Baglangi¢c kosulu u(0,z) = 0, u = t*¢(z) saghyor ve sinir kosulu
u(t,0) = t%ks, ¢(0) = ks verir. Boylece (7.1) ile (7.7) problemi

¢(@)T(a+1) = 2¢(2) ¢ ()’ — 36(2) ¢/ (2)¢" (x) + ¢(x) "'¢" (2),
¢(0) = ks,

Cauchy problemine doniisiir.

e Eger A(u) = 1ise,

0 0 3 0
X = (aciz + 02)% + (3eit + 03)5 + <<a + m) ucy + c4> o (7.5)

seklinde sonsuz iirete¢ elde edilir. x = 0 ve ¢t = 0 esitliklerin degismezligi co = c3 = 0

verir. Ayrica, ¢t = 0 icin agsagidaki denklemi

aclx%g(x) _ <a + ﬁ) e1g(z) + o1,

elde ederiz, burada ¢4 = 2c; olsun, o zaman denklemin ¢oziimii

g(x) = —ﬁ 4w k4 seklinde olur, burada k4 keyfi sabittir. z = 0 icin ise
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d 3
3ert—f(t) = B — t
2a(l—a)
seklinde elde edilir. Bu denklemin ¢6zimii ise f(t) = —% 4t st ks,

seklinde elde edilir ve burada k5 keyfi sabittir.

Benzer bir sekilde, eger baglangic ve sinir deger kosullar1 yukaridaki seklinde ise ve

0 0 3 0
Xy = ar— + 312 _° u+2) 2
’ Om(’?as+3 FT <a+2(1_a)u+ )8u’

bu problem igin bir sonsuz kii¢iik operator ise, bu durumda A(u) = 1 i¢in (7.1) ile

(7.7) baslangi¢ ve sinir deger problemi (7.4) sonsuz kii¢iik iirete¢ altinda degismezdir.

Boylece Caputo tiirevi ile verilen lineer olmayan zaman-kesirli Harry-Dym denklemi
icin baglangic ve smir deger problemlerini incelemek i¢in Lie grubu analizin
uygulamasini inceledik. G6z Oniine alinan Caputo tiirevli Harry-Dym problem i¢in Lie

simetri yontemi kullanarak indirgenmis baglangi¢ ve sinir deger problem elde ettik.

7.2. Caputo Tiirevli Difiizyon Denklemi ve Kesirli Tiirevli 3. Mertebeden Kismi

Diferansiyel Denklem icin Baslangi¢ ve Sinir Deger Problemi

Bu kisimda Caputo tiirevi ile ele alinan lineer olmayan KmKDD i¢in baslangi¢c ve
sinir deger problemi arastirmak i¢in Lie simetri analizin uygulamasini inceliyoruz

(Iskenderoglu ve Kaya, 2020).

IIk once Caputo tiirevli difiizyon denklemi icin baglangic ve smir deger problemi

asagidaki gibi verilsin:

“Dju = (Puy),, p#0, (7.6)

u(t,0) =a(t), t>0,
uw(0,z) =b(z), x>0.

(7.7)
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Gazizov vd. (2009) (7.6) denklem i¢in simetrileri

0 0 8
T+ 03px> 9 + cot— + 2c3u—

X:<q+@g ot u

2

formunda olan iireteci bulmuglardir. Biz ise bu (7.6) denklemi i¢in baslangi¢ ve sinir
deger kosullarinin simetri analizini yaptik. Bunun icin baglangi¢ ve sinir kogullarinin
bu iirete¢ altinda de8ismezligini inceledik. Boylece ¢ = 0’nin degismezliginden
7(0) = 0 ve x = 0’nin degismezliginden £(0) = 0 elde ettik. Buradan, £(0) = 0
icin ¢; = 0 bulduk.

d
CQt%CL(t) = 2cza(t),

ve 7(0) = 0 igin

o) d
<02§x + c;;px) %b(x) = 2c3b(x),

elde edip ve boylece k; ve ko keyfi sabit i¢in

2c3

a(t) =tk wve b(r)= xm/{%

seklinde bulduk. Bu ise baglangi¢ ve sinir kosullar1 bu formda oldugunda

“Diu = (uPuy)., p#0, 0<a<l,
u(t,0) =t ky, t>0, (7.8)
u(0,z) = wearses Ty ko, x> 0.

baglangic ve siir deger problemi degismez olabilir anlamina gelir. Caputo tiirevi ile

Riemann-Liouville tiirevinin arasindaki iligkiden, yani (4.13)’den

i

n—1
C Nna a i—a
D =D E
tf( f ZZOFZ_CY+) )
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veya

ICDEf(E) = 1(t) -

elde edilir. Yukaridaki 6zelligi uyguladiktan ve (7.6) denklemin her iki tarafinin I}

olacak sekilde kesirli integral alindiktan sonra

u(t,z) = u(0,x) + I (0. (u(t, )P0, u(t, x))), (7.9)

bulunur. $imdi (7.8) probleminin tek bir ¢oziimii oldugunu gosterelim. Bunun icin

Banach sabit nokta teoremine dayanan asagidaki teoreme ihtiyacimiz var.

Teorem 7.1. (7.8), Q@ = {(t,z) : 0 < =z < 00,0 < t < 13,77 € R} lizerinde

tanimli baglangi¢ ve sinir deger problemi olsun ve L < HeotD)

bir Liptschitz sabiti ile
F(u) = (uPu,), Liptschitz kosulu saglasin. O zaman (7.9) denklemmm tek bir ¢oziimii

vardir.

Ispat: Burada () iizerinde tanimh tiim siirekli tiirevlenebilen fonksiyonlar kiimesi ve

| f(z) ||= sup|f(x)| supremum normu ile tam normlu bir uzaydir ve T'u = u’dur. Bu
e

durumda 7" *nin biiziilme doniisiimii oldugunu gostermek yeterlidir. € tizerinde taniml

uy ve uy iki siirekli fonksiyon olsun, o zaman

| Tus — Tuy [|=]| w(0,2) + 1D (wh,ur)) — u(0,2) — I(D, (uhdruz)) |

t

< ﬁ / (t — 1) (On(uhDuir) — Do Dyun))r |

o) (t —7) | Ou(ufOpur) — On(ubOyuz)) || dr

‘ -

VAN

5

| =
Ql&so\ﬁ-o

IN
!

(@) | Oz (u}0pur) — Or(u50,uz)) |

tCV Ta

< Ta+1) | Oz (ufOpuy) — Op(uh0ruz)) ||< o+ l)L | ur —us ||<[] ur —ug ||,

bulunur ve buradan 7', €2 iizerinde bir biiziilme doniisiimii oldugu ortaya cikar ve
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dolayisiyla 7" tek sabit noktaya sahiptir, bu da (7.6) denkleminin tek bir ¢éziime sahip

oldugu anlamina gelir.

c1 = 0 oldugundan (7.6) denklemi (7.7) baslangi¢ ve sinir kosullari ile

a 0 0 0 0
X1 = 53:8_,1‘ + ta, ve X2 = pl’% + QU%,

iki sonsuz kiigiik operatore sahiptir. Burada X; operatorii u = f (x%t_l) doniisiimii,
ve X, operatorii u = vr g(t) doniistimiinii verir. (7.7) ile (7.6) problemi i¢in ¢6ziimiin

tekligi goz oniine alindiginda,

ya
«

elde edilir. Boylece f(z) = z» ve g(t)« = t~! esitliklerden g(¢t) = ¢ » k bulunur.

Dolayisiyla, u = zrtTre olur, burada ¢ bulunacak olan sabittir.

Bir sonraki adimda, baslangi¢ ve sinir kogullart g6z 6niine alinsin. u(¢,0) = 0, p > 0
icin baglangi¢ kosulundan, k; = 0 bulup, ¢ = 0 noktasinda blow-up (patlama) elde

edilir, yani p > 0 i¢in, lim u(¢, z) = lim xrt ™ ¢ = +oo belirlenir.
t—0 t—0

Ayrica, benzer bir yaklasim ile p < 0 igin w(0,2) = 0 olur ve bu ks = 0 olup, x = 0

noktasinda blow-up (patlama) verir ve lim u(t, z) = lim zrt e = +oo olur.
z—0 z—0

(7.6) denklemin ¢oziimiinii kontrol ederek k = % bulunur, boylece
P
“Diu = (uPuy)., p >0,
u(t,0) =0, t >0,
limu(t, z) = +oo0, x>0,
t—0
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veE

“Diu = (uPuy)s., p <0,

lim u(t, z) = 400, t>0,

x—0

u(0,2) =0, x>0,
icin

u(t,z) = "% pri ) art Ty
e 22 +p)P(1 -2 —a) ’

bir ¢coziimdiir. Bu ¢6ziimiim grafigi p = —1,9 i¢in sirasiyla Sekil 7.1° de gibidir.
Burada dikkat edecek olursak « degeri degistikge u(x,t) potansiyelini etkilemektedir.
Yukardaki sekillerde goriildiigii gibi o degeri artikca u(x,t) potansiyelinin genligi
artmaktadir. Ornegin p = —1,9 iken o = 0, 2 igin u(z, ) genligi 1,5-10° iken o = 0,8
icin 3 - 10° genligine ulasmaktadir. Bir ¢cok calismada o degeri u(x,t) potansiyelinin
artma veya azalmasina sebep oldugu bilinmektedir (Yokus ve Kaya, 2017; Yavuz ve

Yokus, 2020). Bu durumu yukardaki ayn1 yorumlar1 p = 7 icin de yapabiliriz.

p=-1.9, a=0.2; u(x,t)

1.5 x10°

1.0 x 10°
500 000

Sekil 7.1.(a) p negatif i¢in ¢oziim
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p=-1.9, a=0.4; u(x,t)

©
o
~
X
<
N

©
o
-~
x
]
-~

500000

-1.9, a=0.6; u(x,t)

Sekil 7.1.(b) p negatif i¢in ¢6ziim
p

©
o
-
x
o~

Sekil 7.1.(c) p negatif i¢in ¢oziim
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==1 .9, a=0.8; U(X,t)

Sekil 7.1.(d) p negatif icin ¢oziim

Bu kisimda ikinci problem olarak da asagidaki kesirli tiirev iceren kismi diferansiyel

denklem i¢in baslangic ve sinir deger problemini diistinelim:

“Diu = (u"ge)a, q#0, (7.10)
ut,0) =d),  t>0, -
u(0,x) = e(x), x> 0.

(7.10) denklem i¢in Lie simetri yontemini uygulanirsa

0 0 3¢ — acs 0
X = — t — — | u— 7.12
(17 +¢2) ax+(c3 + ¢4) at+< . )u(‘?u’ (7.12)
elde edilmis olur. ¢ = 0’nin degismezliginden ¢4 = 0 olur ve x = 0’nin

degismezliginden c, = 0 elde edilir. Boylece (5.1) teoremini kullanarak

d 3cp —
C3t—d(t) = 20 T a3

. ),
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301 acgy

yani d(t) =t < ks, burada k3 keyfi sabiti olarak bulunur. Dolaysiyla ¢t = 0 iken

d 3c1 — acs
clzcdxe(x) = . e(x),
3c1 —acg

veya e(r) =x <19 k4 olur, burada ky keyfi sabittir.

Bu, (7.10) denklemi icin baglangi¢ ve sinir deger problemi (7.12) sonsuz kiiciik iiretece

gore degismezligi baslangic ve siir kosullart yukaridaki formda olmasina dayanir ve

problem
“Diu = (uyy) e, qg#0, 0<a<l,
3¢ —ac
u(t,0) =t w1 ks, t>0, (7.13)
3c1—acy
w(0,2) = 19 ky, x>0,

seklini alir.

Devaminda (7.13) problemin ¢6ziimiiniin varlig1 ve tekligi hakkindaki teoremi verelim.

Ancak Once sunu belirtmek isteriz ki, (4.13) 6zelligi dikkate alarak,

u(t,z) = u(0,x) + I7(0 (u(t, x)10,,u(t, x))), (7.14)

bulunur.

Teorem 7.2. Q@ = {(t,z) : 0 < = < 00,0 < t < T, T, € R} iizerinde (7.13)

F(a 1)

sinir deger problemi olsun ve G(u) = (uUyy)z, L < ile Liptschitz kosulunu

saglasin. Bu takdirde (7.14) tek bir ¢oziime sahiptir.

Ispat: Q iizerinde tiim siirekli ve tiirevlenebilen fonksiyonlar kiimesi ile birlikte bir
tam normlu uzay1 || f(z) ||= sup |f(x)| supremum normu ile verilsin. Ayrica Tu = u
olsun. Boylece T doniisiimiin biiziilme doniisiimii oldugunu gostermek yeterlidir. u;

ve us, ) lizerinde tanimli iki siirekli fonksiyon olsun. Bu durumda
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| Tuy = Tuy [|=]| w(0, 2) + I (02 (ulOsatin)) — u(0, ) — I7 (0 (u30zauz)) |

t

- /(t — 1) N0 (udDpptir) — Oy (ulDppuz))dT ||
0

t
< L / (t— 1) || 0u(utDyetr) — Oy (uSDru)) | dr
0
e
(0%

H O (ul Opply) — aﬂc(ugaﬂcxu2>> H

< m | Op (U] Opatin) — Op (u50pau2)) || < Tla+1)

sl —ue (<l u —ua |,
seklinde olur. Bu ise || T'uy — Tus ||<|| w3 — us || verir. Dolaystyla 7" bir biiziilme
dontistimiidiir ve 7" tek sabit noktaya sahiptir. Buradan (7.10) problemin tek bir ¢oziimii

vardir.

co = ¢4 = 0 oldugundan

iki tane sonsuz kii¢iik operatorlerin altinda (7.10) denklemi (7.11) baslangi¢ ve siir
kosulu ile degismez olur. Birinci Y; operatorii u = ¢4 h(x) doniigiimiinii ve ikinci Y3
operatorii ise u = wil (t) dontigiimiinii verir. Boylece basglangi¢ ve sinir problemi igin

¢cOziimiin tekliginden, u = tGzad seklinde olup burada ¢’ bir keyfi sabit olmak iizere.

e ¢ > Oicinu(t,0) = 0 olur, buise k3 = 0 verir, bdylece t = 0 noktasinda blow-up
(patlama) bulunup, lim u(¢, z) = lim t~Tzid = +oo bicimde yazilabilir.
t—0 t—0
e ¢ < 0 durumda ise u(0,z) = 0 olur ve ky = 0, z = 0 noktasinda blow-up

(patlama) verir. Buradan lir% u(t,z) = lir% tTzicd = 400 seklinde olur.
z— T

(7.10) denklemin ¢6zlimiinii kontrol ederek

q+1 q3F(1 B %) o 3
ult, @) = \/3(3 “B T2 —a)

elde edilir. Bu fonksiyon
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CDtau = (uqumc)xv q> 07

u(t,0) =0, t >0,

limu(t, z) = +o0, x>0,

t—0

ve

“Diu = (uyy) e, q<0,

lim u(t, z) = +o0, t>0,

z—0

u(0, ) = 0, x>0,

baglangic ve siir deger problemleri icin bir ¢oziimdiir. Bu ¢oziimiim grafigi ¢ =
—3,12 i¢in Sekil 7.2°de gibidir. Burada benzer sekilde v degeri degistik¢e u(z,t)
potansiyelini etkilemektedir. Sekil 7.2’de goriildiigii gibi « degeri artikca u(x,t)
potansiyelinin genligi artmaktadir. Yani o = 0,2 igin u(x,t) genligi 2 - 10° iken

a = 0,8 i¢in 3 - 10° genligine ulasmaktadr.

g=-3.12, a=0.2; u(x,t)

2.0 x 106
1.5 x10°
1.0 x10°

500000

0
0.0

Sekil 7.2.(a) ¢ negatif i¢in ¢oziim
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g=-3.12, a=0.4; u(x,t)

Sekil 7.2.(b) g negatif icin ¢oziim

g=-3.12, a=0.6; u(x,t)

Sekil 7.2.(c) g negatif i¢in ¢oziim
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g=-3.12, a=0.8; u(x,t)

Sekil 7.2.(d) g negatif icin ¢dziim

Boylece, difiizyon ve 3. mertebeden Caputo tiirev iceren denklemlere Lie grup
yontemini uygulayarak elde ettifimiz sonsuz kiigiik tiretegleri bulduk. Bu iireteclere
karsilik gelen sonsuz kiiciik operatorleri kullanarak denklemlerin hangi baslangi¢
ve sinir degerleri ile degismez oldugunu bulup, bu problemlerin ¢oziimlerini elde
ettik. Bununla birlikte ¢oziimlerin tek oldugunu gostermek i¢in Banach sabit nokta

teoremine dayanarak iki teorem ispatladik.
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8. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, Caputo tiirevi ile verilen baglangic ve smir deger problemlerinin simetri
tanimin1 verip ispatladigimiz teorem ile Caputo tiirevli KmDD’lerin baglangi¢ ve sinir

deger problemleri i¢in Lie grup teorisini olusturduk.

Bagarili bir sekilde, ilk once Riemann-Liouville tiirevli genellestirilmis KdV
diferansiyel denklemler grubundan dalga denklemlerine Lie grup yonteminin
uygulayarak bazi ¢oziimleri ve korunum kanunlarimi belirledik. Ardindan Caputo
tiirevi iceren zaman-kesirli Harry-Dym diferansiyel denklemi ile verilen baglangi¢
ve sinir deger probleme olusturdugumuz Lie grup teorisinin uygulamasini gosterdik.
Burada denklemlerin simetri olma gereksinimi saglayacak ©zel baglangic ve simnir

kosullarin1 belirleyerek indirgenmis denklemlerini sunduk.

Daha sonra onerilen Lie grup teorisini (7.6) ve (7.10) ile verilen Caputo tiirevi iceren
zaman-kesirli difiizyon denklemlerin baglangi¢ ve sinir deger problemlere uygulayarak
her bir problemin simetri olmast i¢in 6zel baslangi¢ ve sinir kosullarini belirledik
ve cebirsel ¢oziimlerini verdik. Bununla birlikte elde ettigimiz ¢oziimlerin tekligini
gostermek i¢in iki teorem ispatladik. Bu ¢oziimlerdeki sabitlere 6zel deger vererek

herhangi bir andaki duragan dalgay1 temsil eden grafikler sunduk.

KmKDD’lerin sinir deger problemleri icin Lie grup yonteminin aragtirmamiza gore
verilen tanim ve ispatlanan teorem Caputo tiirevi i¢in gegerli olup Riemann-Liouville
tirevi icin gecgerli olmadigini elde ettik. Kesirli tiirev iceren baglangic ve sinir
deger probleminin Lie grup teorisini olustururken ispatladigimiz teoremin Riemann-
Liouville tiirevi icin gecerli olmadigim1 gordiik. Nedeni ise Riemann-Liouville tiirevi

icin D¢ f(t) # 1"*D" f(t) esitliginin dogru olmayigidir.

Calismamizdaki sonucglara dayanarak baglangic ve simir deger probleminin
degismezliginin tiim baglangi¢c ve sinir kosullar1 i¢in yeterli olmadigini ve buna
ragmen baslangi¢c ve sinir deger problemi i¢in grup analizi ¢6ziim bulma yolunu

basitlestirebilecek kabiliyete sahip oldugunu gordiik.

Ele alinan zaman-kesirli KdV, difiizyon ve 3. mertebeden diferansiyel denklemlere
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ek olarak, gelecekte dikkate alinmasi gereken birgok ilging Caputo tiirevli diferansiyel

denklem ele alinip bu veya benzer analizler yapilabilecektir. Bu problemlerden bazilart:

e Kesirli yapiya sahip gozenekli ortamlarda gercek zamanl hidrojeolojik tahmin

problemleri,
e Termal siirecler,
o Kesirli tiirevli gecikme diferansiyel denklemleri,

e Kayipl fiziksel sistemlerin evrimini tanimlayan kesirli tiirevli denklemler
gibidir.

Caputo tiirevli KmDD’lerin baglangi¢ sinir deger problemleri son on yilda genis dl¢iide
tartisildi, ancak bu problemlerin Lie simetri analizi ile ilgili daha yapilmas1 gereken ¢ok
sey var. Ornegin, gelecekte Caputo ve Riemann-Liouville operatorler disindaki diger
kesirli tiirev operatorlerine de benzer calismalar da yapilabilir. Her ne kadar calisma
teorik olsa da, calismanin sonuclari, cesitli tipteki denklemler i¢in yerel olmayan sinir

deger problemlerinin genel teorisini daha da gelistirmek icin kullanilabilir.
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