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В работе исследовано распространение плоских волн в однородной микрополярной термоупругой 
среде при вращении тела с равномерной угловой скоростью. Система координат во вращающей-
ся среде предполагается стационарной, что приводит к появлению в кинематических уравнениях двух 
дополнительных членов, а именно гравитационного ускорения и ускорения Кориолиса. Задача реша-
ется на основе двухтемпературной модели термоупругости с высшими производными по времени и 
двухфазным запаздыванием, которая позволяет описать влияние особенностей микроструктуры в 
сложных материалах. С использованием определенных граничных условий и приближения собствен-
ных мод описано изменение температуры, перемещений, микроповорота и термических напряжений 
при нагреве. Для случая отсутствия вращения и двухтемпературного коэффициента проведено срав-
нение с результатами классических моделей термоупругости. 
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In this work, the propagation of planar waves in a homogeneous micropolar thermoelastic medium is 
studied while the entire body rotates with a uniform angular speed. The coordinate system of the rotating me-
dium is assumed to be stationary, and therefore the kinematic equations have two additional terms, namely, 
the gravitational and the Coriolis accelerations. The problem is addressed based on the two-temperature ther-
moelastic model with higher-order time derivatives and dual-phase lag, which can explain the effect of mi-
croscopic features in nonsimple materials. With certain boundary conditions and the normal mode approach, 
the variations in temperature, displacement, microrotation, and thermal stresses induced by heating are deriv-
ed. In the absence of rotation and two-temperature factor, comparison is made with the results of classical 
thermoelastic models. 
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1. Введение 

Распространение термомеханических волн в 
упругих средах имеет теоретическое и практичес-
кое значение во многих научных областях. В по-
следние десятилетия возрос интерес к изучению 
поведения волн в твердых телах при различных 
условиях, например при вращении [1]. Например, 
в [2] теоретически и экспериментально исследо-
вано распространение волн от источника тепла в 
изотропной упругой среде, вращающейся с посто-
янной скоростью. Для получения полной инфор-
мации о скорости распространения волн в упру-
гой среде необходимо изучение плоских волн. 
Сложной проблемой является описание распрост-
ранения волн, вызванных локальным возмущени-
ем, и уменьшения амплитуды волн по мере удале-
ния от источника возмущения. В настоящем ис-
следовании решается задача о распространении 
поверхностной волны во вращающейся упругой 
среде. Следует отметить, что поверхностные вол-
ны возникают в медленно вращающихся средах, 
где скорость поверхностных волн выше. Напри-
мер, волны Рэлея в среде ведут себя подобно 
сейсмическим волнам, распространяющимся по 
поверхности Земли [3]. В последние годы распро-
странение упругих, а также тепловых волн во 
вращающейся среде активно изучается на основе 
разных моделей с учетом различных условий [4–
10]. 

В 1837 г. Ж.-М. Дюамель разработал связан-
ную теорию термоупругости с учетом влияния 
тепловых полей на деформацию. Ж.-Б. Био [11] 
ввел связанную теорию термоупругости с основ-
ными уравнениями, полученными из закона Фу-
рье, т.е. на основе термодинамики необратимых 
процессов. В соответствии с данной концепцией, 
система определяющих уравнений (уравнение 
теплопроводности) имеет параболический тип. 
Другими словами, тепловые волны распространя-
ются в среде с бесконечными скоростями, что 
противоречит природе физических явлений. 

Рядом авторов были предложены модели тер-
моупругости, которые позволяют получить ги-
перболические уравнения теплопроводности с ко-
нечной скоростью тепловых волн. Это обобщен-
ная теория Лорда–Шульмана [12], модель Грина–
Линдсея, в которой определяющие соотношения 
между напряжениями и энтропией обобщаются за 
счет учета двух альтернативных коэффициентов 
релаксации [13], модели Грина–Нагди I, II и III 
типа, которые позволяют применять теорию тер-
моупругости для однородных материалов [14– 
 

 

16]. Дальнейшим расширением теории термоуп-
ругости является модель с двухфазным запазды-
ванием Цзоу [17–19]. За счет включения двухфаз-
ного запаздывания в вектор теплового потока и в 
градиент температуры было получено основное 
уравнение для описания замедленного тепло- и 
массопереноса в различных материалах, а также 
особенностей микроструктуры, таких как элект-
рон-фононное взаимодействие и рассеяние фоно-
нов [17–19]. 

В [20–24] разработаны математические моде-
ли, описывающие процесс теплообмена в упругих 
телах с использованием высших производных по 
времени и фазового запаздывания. Эти модели 
являются расширением механических основ тео-
рий теплообмена Грина–Нагди [15, 16], модели с 
трехфазным запаздыванием Чоудхури [25], а так-
же моделей Цзоу [17–19]. Разработанные модели 
высоких порядков с фазовым запаздыванием обес-
печивают теоретическую основу для изучения 
процессов теплопереноса с учетом различных 
особенностей микроструктуры, позволяя прогно-
зировать тепловое поведение конструкций на ос-
нове многомасштабной модели. 

В работах [26–28] представлена двухтемпера-
турная теория термоупругости. В данной модели 
неравенство Клаузиуса–Дюгема преобразовано 
путем введения двух разных температур: связан-
ной с проводимостью и термодинамической. Тем-
пература проводимости обусловлена тепловым 
процессом, а термодинамическая температура 
связана с диссипацией механической энергии при 
взаимодействии частиц и упругой матрицы. Счи-
тается, что разность данных температур пропор-
циональна количеству подведенного тепла, а в от-
сутствие подвода тепла они равны. Разница ме-
жду температурами отсутствует в простых веще-
ствах и, наоборот, присутствует в сложных мате-
риалах. В [29] обсуждается существование, струк-
турная устойчивость, конвергенция и пространст-
венное поведение решений двухтемпературной 
модели термоупругости. Модификациями рас-
сматриваемой теории являются обобщенная тео-
рия термоупругости с одним коэффициентом ре-
лаксации [30], двухтемпературная модель термо-
упругости с производными по времени высших 
порядков и тремя различными фазовыми запазды-
ваниями [20]. В [31] на основе метода простран-
ства состояний получена модель одномерных 
уравнений для обобщенной двухтемпературной 
теории магнитотермоупругости в идеальной элект-
ропроводной среде с двумя временами релакса-
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ции. В [32] представлена обобщенная теория тер-
моупругости с двумя температурами и двухфаз-
ным запаздыванием. В последние десятилетия ак-
тивно исследуются различные аспекты двухтем-
пературных теорий термоупругости [33–36]. 

Микрополярная теория упругости, также из-
вестная как теория упругости Коссера или микро-
полярная теория механики сплошной среды, учи-
тывает, что при вращении локальной точки, наря-
ду с перемещением согласно классической тео-
рии упругости, на единице площади действуют 
силовые и моментные напряжения. В общеприня-
той теории упругости под напряжением подразу-
мевается силовое напряжение ввиду отсутствия 
других его видов. Концепция моментного напря-
жения восходит к ранней работе Фойгта по тео-
рии упругости. Недавно разработанные теории 
моментных напряжений используют весь спектр 
возможностей механики сплошной среды. По-
скольку значение коэффициента интенсивности 
напряжений снижается вблизи отверстий и тре-
щин, обобщенные концепции сплошной среды, 
такие как теория упругости Коссера, применимы 
для описания характеристик материала [37]. 

В последние годы микрополярная теория уп-
ругости Эрингена [38] привлекает большое вни-
мание ученых, поскольку в отличие от классичес-
кой теории позволяет подробно описывать дефор-
мационное поведение твердых тел. Микрополяр-
ная теория особенно эффективна при изучении 
материалов, состоящих из вытянутых молекул, 
испытывающих микроповорот под действием 
объемных и поверхностных моментов, которые 
вызваны действием вектора силы на поверхности 
тела. Микрополярный континуум представляет 
собой совокупность связанных частиц, которые 
принимают форму твердых тел малого размера и 
способны вращаться, наряду с обычным поступа-
тельным движением [37]. 

Линейное описание микрополярной термоуп-
ругости было получено при учете влияния темпе-
ратуры в концепции микрополярного контину-
ума. Микрополярная теория термоупругости ос-
нована на включении термоупругих свойств в по-
нятие микрополярности [39, 40]. Основные урав-
нения математической модели микрополярной 
термоупругости представлены в работе [41]. 

С использованием модели Грина–Линдсея бы-
ли построены уравнения обобщенной микропо-
лярной теории термоупругости [42]. Уравнение 
энергетического баланса и теорема единственнос- 
 

ти для анизотропных материалов получены на ос-
нове микрополярной модели термоупругости, в 
которой определяющие переменные зависят от 
характеристик теплового потока [43]. Основы 
трехфазной микрополярной теории термоупруго-
сти сформулированы в работе [44]. Авторы уста-
новили вариационный принцип для линейного 
анизотропного и неоднородного термоупругого 
тела, доказав теоремы взаимности и единственно-
сти. В [45] представлена математическая модель 
магнитного микрополярного термоупругого полу-
пространства с температурно-зависимыми свойст-
вами материала под действием механической по-
лосовой нагрузки. Ряд исследований посвящен 
детальной разработке микрополярной теории тер-
моупругости [46–53]. 

В настоящей работе обсуждается модифици-
рованная микрополярная модель термоупругости 
с высшими производными по времени и двухфаз-
ным запаздыванием. Наряду с учетом влияния 
микроструктуры в процессе теплообмена, предла-
гаемая модель учитывает также влияние макро-
структуры в предположении, что электрон-фо-
нонные отклики приводят к задержке роста тем-
пературы кристаллической решетки на макро-
масштабном уровне. При дальнейшем построе-
нии модели осуществляется разложение в ряд 
Тейлора выражения закона Фурье и устанавлива-
ется корреляция между двумя температурами при 
сохранении условий фазового запаздывания вплоть 
до допустимых членов более высокого порядка. 

Предлагаемая модель с фазовым запаздывани-
ем является расширением двухтемпературной мо-
дели термоупругости с одним временем релакса-
ции [30] и двухфазным запаздыванием [32]. В 
предыдущих работах установлено, что двухтем-
пературные модели термоупругости более приме-
нимы к решению практических задач физики. По 
мере накопления практических и теоретических 
знаний обобщенные теории термоупругости с 
высшими производными по времени смогут най-
ти применение в современных приложениях. 

На основе предложенной модели изучено рас-
пространение тепловой волны в изотропном мик-
рополярном полупространстве, вращающемся с 
постоянной угловой скоростью, внешняя поверх-
ность которого является свободной. Получены вы-
ражения для термодинамической температуры, тем-
пературы проводимости, микроповорота, переме-
щений и термических напряжений, а также иссле-
дованы распределения физических переменных. 
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2. Математическая модель и основные  
уравнения 

Введем уравнения, описывающие бесконеч-
ную микрополярную среду в рамках двухтемпе-
ратурной модели теплопроводности с фазовым 
запаздыванием и высшими производными по вре-
мени. В качестве определяющих уравнений ис-
пользуем основные размерно-зависимые уравне-
ния Эрингена [40] в отсутствие объемных сил и 
моментов, источников тепла и уравновешенной 
внешней силы [54–56]: 

 ( ) ,ij kk ij ij ji ij            (1) 

 , , ,( ) ( ) ,ij k k ij j i i jm           (2) 

 , ,
1

( ).
2ij j i i ju u    (3) 

Здесь σij — компоненты тензора напряжений; 
ui — компоненты вектора перемещений; ωik — 
компоненты вектора микроповорота; mij — ком-
поненты тензора моментных напряжений; λ, μ, α, 
υ, β и ε — константы материала; δij — дельта-
функция Кронекера; εij — компоненты тензора 
малых деформаций; ωi — компоненты поворота; 
θ = T – T0 — изменение температуры выше началь-
ной температуры T0; γ — постоянная материала, 
определяемая выражением γ = (3λ + 2μ + α)αt. 

Уравнения движения и баланса количества 
движения имеют вид 

 , ,ij j iu    (4) 

 , , , , , 1, 2, 3,ijk jk ji j im j i j k        (5) 

где εijk — символ перестановки; ρ — плотность; 
j — микроинерция. 

Используя определяющие уравнения (1), (2), 
исключим напряжения σij, mij из уравнений 
движения (4), (5) и получим 

2
2

2
( )

t

 
    

 
u  

 ( ) ( ) 2 ,         u ω  (6) 
2

2
2

( ) j
t

 
   

 
ω  

 ( ) ( ) 2 4 0.          ω u ω  (7) 
Уравнение энергии запишем в виде 

 0 (div ) ,EC T Q
t t

 
      

 
u q  (8) 

где CE — удельная теплоемкость; q — вектор теп-
лового потока. Классический закон Фурье выра-
зим как 

 ( , ) ( , ),t K t  q x x  (9) 

где x — радиус-вектор, а K — коэффициент теп-
лопроводности. 

Сложное вещество, согласно работам [27, 28], 
представляет собой материал, в котором на-
пряжение, энергия, энтропия, тепловой поток и 
термодинамическая температура в конкретный 
момент времени зависят от величин градиента де-
формации, температуры проводимости и ее гра-
диента до данного момента времени. В [57] 
обычный закон Фурье (9) был преобразван в 
соответствии с двухтемпературной концепцией к 
виду 

 ( , ) ( , ),t K t  q x x  (10) 
где K — теплопроводность; φ — температура 
проводимости, измеренная при постоянной на-
чальной температуре φ0, которая удовлетворяет 
соотношению 

 2 ,a     (11) 
где a > 0 — двухтемпературный коэффициент. 

В работах [32, 58] предложена модель тепло-
проводности с двухфазным запаздыванием, объ-
единенная с двухтемпературной теорией за счет 
учета микроструктурных эффектов в процессе 
теплопередачи: 

 ( , ) ( , ),qt K t       q x x  (12) 

где τq и τφ — фазовые запаздывания теплового по-
тока и градиента температуры проводимости со-
ответственно. 

Выполним разложение в ряд Тейлора для обе-
их частей уравнения (12) отдельно по фазовым 
запаздываниям τq и τφ до членов достаточно 
высоких порядков m и n соответственно [20, 21]: 
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1 1 .
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r rr rm n
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r r
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K
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

 

     
           

 q  (13) 

Объединив (13) с уравнением энергии (8), по-
лучим модифицированное уравнение для тепло-
проводности высокого порядка с двумя темпера-
турами: 

2

1 1
1 1

! !

rr r rn m
q

r r
r r

K
r rt t


 

     
             

   

 0 (div ) .EC T Q
t t

         
u  (14) 

Ограничения на термомеханические парамет-
ры изотропного объекта удовлетворяют следую-
щим неравенствам: 

 
3 2 0, 0,

0, 0, , , 0.

     
          

 (15) 
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Авторы [59–61] выявили определенные огра-
ничения на использование более высоких поряд-
ков m и n. Например, при m ≥ 5 получается неус-
тойчивая система, которая не может описывать 
реальные физические свойства. В любом случае, 
когда порядок аппроксимации меньше или равен 
четырем, необходимо проверять соответствие вто-
рому закону термодинамики. 

Будем считать, что однородная микрополярная 
среда равномерно вращается с угловой скоростью 
Π = Πn, где вектор n указывает направление оси 
вращения. Под действием вращения возникают 
центробежное ускорение Π × (Π × u) и ускорение 
Кориолиса 2 Π u . Тогда уравнения динамики (6) 
и баланса количества движения (7) в условиях 
микрополярности и вращения принимают вид 

2
2

2
( ) ( ) ( )

t

 
           

 
u u  

 2 ( ) 2 ,        ω Π Π u Π u  (16) 
2

2
2

( ) ( ) ( )j
t

 
         

 
ω ω  

 2 4 .j     u ω Π ω  (17) 

2.1. Частные случаи 

На основе полученной системы уравнений 
можно построить различные одно- и двухтемпе-
ратурные модели термоупругости с микрополяр-
ным эффектом и без него. 

2.1.1. Случай 1 

При отсутствии микрополярного эффекта (ε = 

υ = β = 0) могут быть получены следующие вари-
анты одно- и двухтемпературных моделей термо-
упругости: 

– классическая модель термоупругости (CTE) 
[11] при τq = τφ = 0, a = 0, θ = φ; 

– обобщенная модель термоупругости Лорда–
Шульмана (LS) [12] при τq = τ0 > 0, a = 0, θ = φ, τq, 
τφ → 0 и m = 1;  

– модель термоупругости с двухфазным запаз-
дыванием (DPL) [18, 19] при a = 0, τq, τφ > 0, n = 1 и 
m = 2; 

– двухтемпературная модель термоупругости с 
двухфазным запаздыванием (2DPL) [32] при a > 0, 
τθ = τφ, m = n = 1; 

– обобщенная двухтемпературная модель с од-
ним временем релаксации (2LS) [30] при a > 0, 
τφ = 0, τq = τ0 > 0, m = n = 1; 

– обобщенная двухтемпературная модель тер-
моупругости с двухфазным запаздыванием с про-
изводными высокого порядка (2HDPL) [20] при 
a > 0, τq, τφ > 0, n, m ≥ 1. 

2.1.2. Случай 2 

С учетом микрополярности можно получить 
такие же одно- или двухтемпературные модели 
термоупругости, как и в предыдущем случае. Да-
лее такие модели будем обозначать добавлением 
буквы М в название модели (2MLS, 2MDPL, 
2MHDPL, MTTLS и MHTTE). 

3. Постановка задачи 

Рассмотрим полупространство из однородного 
микрополярного материала. Изначально среда не 
деформируется и не сжимается, находясь при по-
стоянной температуре T0. Граница среды при y = 0 
свободна от усилий и подвергается воздействию 
источника тепла, мощность которого уменьшает-
ся со временем и который влияет на узкую об-
ласть вокруг оси x. Задача решается в декартовой 
системе координат (x, y, z), начало которой нахо-
дится на верхней поверхности y = 0, а ось y на-
правлена внутрь полупространства. Распростра-
нение плоской волны в плоскости задается одина-
ковым смещением частиц вдоль линии, парал-
лельной оси z. В результате все рассматриваемые 
поля являются только функциями переменных x, 
y и t и не зависят от координаты z. Исходя из этих 
предположений, запишем выражения для компо-
нент вектора перемещений и микроповорота: 

 
( , , ), ( , , ), 0,

(0, , 0).

x y zu x y t u v x y t u  

 ω
 (18) 

Тогда, объемное расширение e в плоскости xy 
описывается уравнением 

 div .kk
u v

e
x y

 
    

 
u  (19) 

Предполагается, что среда вращается с равно-
мерной угловой скоростью Π = (0, 0, Π). Соот-
ветственно, уравнения движения (16) и баланса 
количества движения (17) для двумерной задачи 
сводятся к 

2( ) ( )
e

u
x


      


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u
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  
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  
 (20) 

2( ) ( )
e

v
y


      


 



Abouelregal A.E., Alanazi R., Sofiyev A.H., Sedighi H.M.  /  Физическая мезомеханика  26  1  (2023)  15–30 
 

20

 
2

2
2

2 ,
v

v
y x t

  
      

  
 (21) 
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( ) 2 4 .
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j
x y t

    
            

 (22) 

Уравнение теплопроводности высшего порядка 
(14) с двумя температурами имеет вид 

2

1 1
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rr r rn m
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K
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 
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             

   

 0 .kk
EC T

t t

       
 (23) 

Определяющие соотношения (1), (2) в плос-
кости xy записываются как 

xx

yy

zz

 
 
 
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u x

v y

          
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 (25) 
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Приведенные выше основные уравнения мож-
но использовать для постановки любых гранич-
ных условий. В настоящей работе рассматривает-
ся микрополярная термоупругая полуобласть со 
свободной поверхностью под действием завися-
щего от времени источника тепла, который воз-
действует на узкую область вокруг оси абсцисс. 
Зададим соответствующие механические гранич-
ные условия 

 ( , , ) ( , , ) 0 при 0,yy xyx y t x y t y      (29) 

 ( , , ) 0 при 0yzm x y t y   (30) 

и тепловое граничное условие 

0( , , ) ( | |)exp( ) при 0,x y t H L x bt y       (31) 
где φ0 — константа; H(.) — ступенчатая функция 
Хевисайда. Данное соотношение указывает на то,  
 

что ширина области воздействия приложенной 
термомеханической нагрузки не равна нулю 
только в направлении оси x. 

4. Методика решения 

Для сокращения числа переменных в системе 
уравнений и обобщения задачи определим следу-
ющие безразмерные величины: 
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Опустив штрихи и используя безразмерные 
переменные, перепишем уравнения движения и 
баланса количества движения (20)–(22) и моди-
фицированное уравнение (23): 

2 2 2
2 2 2
1 2 12 2

2
u v u

x y x yx y

    
    

    
 

 
2

2 2 2
1 12

,
u

u
t


   


 (33) 

2 2 2
2 2 2
1 2 12 2

2
v u v

x y y xy x

    
    

    
 

 
2

2 2 2
1 12

,
v

v
t


   


 (34) 

 
2

2
1 2 3 2

,
v u

g g g
x y t

    
         

 (35) 

2

1 1
1 1

! !

rr r rn m
q

r r
r rr rt t



 

     
             

   

 ,kkg
t t

     
 (36) 
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При этом безразмерные определяющие урав-
нения (24)–(28) принимают вид 
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Ввиду большого количества дифференциаль-
ных уравнений, помимо переменных поля, введем 
потенциальные функции Φ(x, y, t) и ( , , ),x y tΨ  ко-
торые определяются соотношениями 

 , (0, 0, ).    u Ψ Ψ  (43) 

На основе полученных уравнений выразим 
компоненты смещений u(x, y, t) и v(x, y, t): 
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Подставляя (44) и (45) в (33)–(36), получим: 
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Упростим уравнения (46), (47): 
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 (51) 

5. Решение для собственных мод 

Для решения уравнений (46)–(51) примем, что 
( , , , , , , , , )ij iju v m       

 ( , , , , , , , , )( )exp( ),ij iju v m y i x t          (52) 

где Ω — комплексная постоянная угловая часто-
та; ζ — волновое число вдоль оси x. Переменные 

, , , , , ,iju v      и   являются неопределен-
ными амплитудными функциями только по пере-
менной y и не зависят от времени t и координаты 
x. 

Подставляя (52) в (46)–(51), получим следую-
щие уравнения: 

 2
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 2 2 2 2
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Исключая , ,    из (53)–(55) и ,  из (56) и 
(57), получим: 
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Решения уравнений (59), (60) удовлетворяют 
критериям непротиворечивости, при которых 
функции , , , , , ,iju v      и   стремятся к ну-
лю при стремлении y к бесконечности, а выраже-
ния для них записываются в виде 
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где Aj, A′j, A″j, Bj и B′j (i = 1, 2, 3) — параметры, за-
висящие от ζ и Ω. Кроме того, параметры λj, μj 
(i = 1, 2) являются положительными корнями сле-
дующих уравнений: 
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Подставляя (62)–(66) в (53)–(57), имеем: 
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Подставляя (69) в (64)–(66), получим: 
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Для определения компонент смещения u  и v  
подставим (52) в (44), (45), а затем на основе 
уравнений (62) и (63) получим: 

 
2 2

1 1
,j jy y

j j j j
j j

u i A e B e
 

 
       (73) 

 
2 2

1 1
.j jy y

j j j j
j j

v A e i B e
 

 
        (74) 

Используя метод решения для собственных 
мод, запишем выражения для компонент тепло-
вых и моментных напряжений ij  и ijm : 
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где 
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Используя уравнение (52), сформулируем гра-
ничные условия (29)–(31): 

( , , ) 0, ( , , ) 0,yy xyx y t x y t     

 ( , , ) 0 at 0,yzm x y t y   (83) 

0( , , ) exp( [ ( ) ])x y t i x b t        

 ( , , ) at 0.f t y     (84) 
Использование граничных условий (83), (84) 

приводит к 
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Рис. 1. Изменение динамической температуры θ (а) и температуры проводимости φ (б) для различных значений парамет-
ра скорости вращения Π (цветной в онлайн-версии) 
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Решив приведенную выше систему уравнений, 
зададим константы Aj, Bj (j = 1, 2) и получим выра-
жения для различных физических полей. 

6. Численные результаты и обсуждение 

В разделе обсуждаются результаты численно-
го моделирования физических полей и используе-
мая математическая модель. Для удобства сравне-
ния исследование проведено для кристаллическо-
го магния. В расчетах использовались стандарт-
ная температура T0 = 298 K и следующие значения 
физических параметров [54]:  

λ = 9.4 · 1010
 Н/м2, μ = 4.5 · 1010

 Н/м2, 

α = 0.5 · 1010
 Н/м2, υ + β = 0.779 · 10–5

 Н/м2, 

K = 1.7 · 102
 Дж/(мс · K), CE = 1.04 · 103

 Дж/(кг · K), 

ρ = 1.74 · 103
 кг/м3, j = 0.2 · 10–19

 м2, 

γ = 0.779 · 10–9
 Н. 

 

 
Рис. 2. Изменение нормальных перемещений u (а) и касательных перемещений v (б) для различных значений параметра 
скорости вращения Π (цветной в онлайн-версии) 
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Рис. 3. Изменение нормальных напряжений σxx (а), σyy 
(б) и касательных напряжений σyx (в) для различных 
значений параметра скорости вращения Π (цветной в 
онлайн-версии) 

 
Примем, что Ω является действительной вели-

чиной (Ω = 2) при малых временах. Остальные 
константы в численных расчетах имеют следую-
щие значения [56]: ζ = 2, L = 2, a1 = 0.2, φ0 = 1, b = 1. 

Расчеты выполняются для безразмерного времени 
t = 0.2 по поверхности x = 0.1 на интервале 0 ≤ y ≤ 

3, при этом действительная составляющая ампли-
туды переменных поля отложена по вертикаль-
ной оси. Распределения температуры проводимо-
сти и динамической температуры (φ, θ), термиче-
ских напряжений (σxx, σyy, σyx), компонент вектора 
перемещений (u, v), микроповорота ω и компо-
нент моментных напряжений myz вдоль оси y 
представлены в графическом виде при различных 
эффективных параметрах, таких как коэффициент 
a1, параметр поворота, а также производные выс-
шего порядка по времени m и n. Также проведено 
сравнение различных моделей с учетом и без уче-
та микрополярных эффектов. 

Из рисунков видно, что двухтемпературный 
коэффициент a1 и высшие производные по време-
ни m, n оказывают существенное влияние на все 
исследуемые поля. В зависимости от значений 
производных высшего порядка по времени и ко-
эффициента расхождения a1, тепловые и механи-
ческие волны могут достигать устойчивого состо-
яния. Учет влияния этих параметров позволяет 
разграничить вклад термодинамической темпера-
туры и температуры проводимости. 

6.1. Влияние вращения на распределение  
параметров 

Рассмотрим изменение безразмерной темпера-
туры проводимости φ и динамической температу-
ры θ, термических напряжений σxx, σyy, σyx, компо-
нент вектора перемещения u, v, микроповорота ω 
и компонент моментных напряжений myz вдоль 
оси y при различных значениях параметра враще-
ния Π. Для вращающейся среды задаются значе-
ния Π = 1, 1.2, 1.4 и 1.6. В случае отсутствия вра-
щения Π = 0. На рис. 1–4 показаны результаты 
расчетов влияния поворота на различные пере-
менные теплофизического поля, полученные с ис-
пользованием двухтемпературной микрополяр-
ной модели термоупругости с двухфазным запаз-
дыванием и высшими производными по времени 
(2MHDPL). 

На рис. 1 представлены зависимости темпера-
туры проводимости φ и динамической температу-
ры θ для заданных значений параметра вращения 
Π. Из рисунков видно, что параметр вращения 
влияет на распределение температур. Так, значе-
ния динамической температуры θ при вращении 
меньше, чем при отсутствии вращения. Также на-
блюдается слабое влияние параметра Π на темпе-
ратуру проводимости φ. Можно сделать вывод,  
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Рис. 4. Изменение микроповорота ω (а) и моментных напряжений myx (б) для различных значений параметра скорости 
вращения Π (цветной в онлайн-версии) 

 
что обе температуры φ и θ уменьшаются с увели-
чением расстояния по оси y при любых Π и тем-
пература проводимости φ удовлетворяет гранич-
ным условиям. Другим важным выводом являет-
ся то, что тепловая волна имеет ограниченную 
скорость распространения в среде, и в этом пред-
ложенная модель 2MHDPL согласуется с обоб-
щенной теорией термоупругости. 

Изменение компонент перемещения u и v 
вдоль оси y показано на рис. 2 для различных зна-
чений параметра вращения Π. Видно, что смеще-
ния уменьшаются с увеличением расстояния y. 
Кроме того, значения тепловых смещений боль-
ше при более высоких значениях параметра Π. Из 
рисунков следует, что деформация среды зависит 
не только от типа граничных условий задачи, но и 
от скорости вращения среды. 

На рис. 3, а представлены кривые нормальных 
напряжений σxx для заданных значений параметра 
вращения Π. Из рисунка видно, что в зависимости 
от угловой скорости Π напряжения σxx на поверх-
ности имеют разные начальные значения, которые 
быстро увеличиваются, пока не достигнут макси-
мальных значений в точке y = 1.2. При дальнейшем 
увеличении расстояния y кривые напряжения по-
степенно снижаются и покидают область термиче-
ской турбулентности. Это указывает на то, что 
учет вращения в основных уравнениях критически 
влияет на распределение термических напряжений 
σxx. С ростом скорости вращения Π вблизи поверх-
ности y = 0 (в диапазоне 0 ≤ y ≤ 1.2) напряжения па-
дают, а затем возрастают при y больше 1.2. 

На рис. 3, б, в показано влияние параметра вра-
щения Π на изменение термических напряжений  
 

σyy и σyx соответственно. Напряжения имеют ну-
левые значения в точке y = 0, что удовлетворяет 
граничным условиям задачи. Кривые напряжений 
демонстрируют схожее поведение: выходя из на-
чала координат, они быстро убывают до мини-
мальных значений, а затем снова постепенно воз-
растают до нулевых значений по мере удаления 
от поверхности. Выявлено, что с ростом скорости 
вращения упругого тела амплитуда нормальных 
напряжений σyy уменьшается, а амплитуда каса-
тельных напряжений σyx увеличивается. 

На рис. 4, а показано изменение значения мик-
роповорота ω вдоль оси y в зависимости от угло-
вой скорости Π. Во всех случаях микроповорот ω 
имеет отрицательные значения на поверхности, а 
затем постепенно увеличивается до нулевых зна-
чений по мере удаления от поверхности. Пара-
метр вращения оказыват заметное влияние на 
микроповорот ω, который уменьшается с увели-
чением угловой скорости Π. 

На рис. 4, б построены кривые моментных на-
пряжений myz при разных значениях скорости 
вращения Π. Поведение кривых на диаграмме 
одинаково. В соответствии с граничными усло-
виями задачи на поверхности y = 0 моментные на-
пряжения myz равны нулю. Затем они постепенно 
увеличиваются до максимальных значений при 
y = 1.2 и постепенно снижаются до нулевых зна-
чений по мере удаления от источника тепла и пе-
реходной зоны. Кроме того, угловая скорость вра-
щения оказывает существенное влияние на рас-
пределение моментных напряжений myz, что вы-
ражается в снижении пиковых значений с увели-
чением параметра Π. 
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Рис. 5. Распределение динамической температуры θ (а) и температуры проводимости φ (б) в различных моделях 
термоупругости (цветной в онлайн-версии) 

 
6.2. Сравнение различных микрополярных моделей 
термоупругости 

Рассмотрим изменение значений переменных 
поля с расстоянием y, расчитанных с помощью 
двухтемпературной микрополярной модели тер-
моупругости с одним временем релаксации 
(2MLS), двухтемпературной микрополярной мо-
дели термоупругости с двухфазным запаздывани-
ем (2MDPL), а также одно- и двухтемпературных 
термоупругих моделей с двухфазным запаздыва-
нием и высшими производными по времени 
(2MHDPL, 2HDPL, 1HDPL). Отметим, что по-
строение двухтемпературных моделей термоуп-
ругости возможно только без учета влияния мик-
рополярности: α = β = υ = ε = j = 0. Для однотемпе-
ратурных моделей a1 = 0. 

На рис. 5, а показано влияние микрополярнос-
ти, высших производных по времени m, n и коэф-
фициента a1 на изменение температуры вдоль оси 
y. Видно, что в направлении распространения 
волны вдоль оси y динамическая температура по-
степенно снижается. Кроме того, в рассматривае-
мых моделях температура быстро достигает мак-
симальных значений («пиковая температура») в 
результате уменьшения тепловой нагрузки. Затем 
в пределах определенной области температура 
постепенно уменьшается до нулевых значений. 
Приведенные данные подтверждают, что в моде-
лях без учета микрополярности значения темпе-
ратуры намного выше, чем в микрополярных мо-
делях. Сравнение результатов, полученных с по-
мощью моделей 2MHDPL и 2MDPL, показывает,  

 

 
Рис. 6. Распределение нормальных перемещений u (а) и касательных перемещений v (б) в различных моделях 
термоупругости (цветной в онлайн-версии) 
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что наличие высших производных m и n приводит 
к ограничению распространения тепла в среде. 

Другим важным наблюдением является влия-
ние двухтемпературного параметра a1 на распре-
деление температуры. Температурная кривая в 
модели 2HDPL оказалась намного ниже темпера-
турной кривой в модели 1HDPL. 

Как показано на рис. 5, б, все случаи с посто-
янным значением температуры проводимости φ 
на свободной поверхности среды находятся в 
полном соответствии с тепловыми граничными 
условиями. В обобщенной модели начальная тем-
пература проводимости имеет самое высокое зна-
чение (за счет диффузии тепловой границы) и по-
степенно снижается в направлении тепловой вол-
ны практически до нуля. По сравнению с двух-
температурными моделями температура проводи-
мости φ в модели 1HDP без коэффициента рас-
хождения a1 имеет меньшие значения. На рисунке 
наблюдается расхождение кривых, построенных 
по моделям с учетом и без учета микрополярнос-
ти. Кроме того, производные высшего порядка m 
и n существенно снижают температуру теплопро-
водности. 

На рис. 6 показано распределение нормальных 
и поперечных перемещений u и v, рассчитанных в 
рамках различных теорий термоупругости. Со-
гласно полученным результатам, наличие или от-
сутствие двухтемпературного параметра a1 ока-
зывает сильное влияние на распределение пере-
мещений. Производные высшего порядка по вре-
мени m и n также оказывают заметное влияние на 
распределение полей перемещений u и v. Кривые 
смещений имеют одинаковый характер в трех ми-
крополярных моделях (2MLS, 2MDPL, 2MHDPL) 
и существенно отличаются от кривых в двух дру-
гих моделях без учета микрополярного эффекта 
(2HDPL, 1HDPL). 

Изменение нормальных и касательных напря-
жений σxx, σyy, σyx проиллюстрировано на рис. 7 в 
зависимости от двухтемпературного параметра a1 
и производных высшего порядка m и n для моде-
лей с учетом и без учета микрополярности. Из ри-
сунков видно, что двухтемпературный параметр 
a1 оказывает существенное влияние на все пере-
менные поля. Влияние параметра a1 и производ-
ных высшего порядка m, n заключается в сниже-
нии уровня нормальных и касательных напряже-
ний. В зависимости от значений разности темпе-
ратур, а также высших производных, волны при-
ближаются к стационарному состоянию. 

 
Рис. 7. Распределение нормальных напряжений σxx 
(а), σyy (б) и касательных напряжений σyx (в) в различ-
ных моделях термоупругости (цветной в онлайн-вер-
сии) 

 
Кривые на рис. 7, а, построеные по моделям с 

учетом и без учета микрополярности, указывают 
на заметное влияние выбора модели на распреде-
ление нормального напряжения σxx. Из рис. 7, б, в  
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Рис. 8. Распределение микроповорота ω (а) и моментных напряжений myz (б) в различных моделях термоупругости 
(цветной в онлайн-версии) 

 
видно, что абсолютные значения напряжения σyy в 
микрополярных теориях (2MLS, 2MDPL, 2MHDPL) 
намного меньше значений в моделях 2HDPL и 
1HDPL, не учитывающих микрополярные эффек-
ты. По кривым, представленым на рис. 7, б, в для 
разных теорий, можно сделать вывод, что напря-
жения σyy и σyx удовлетворяют механическим гра-
ничным условиям на свободной поверхности 
среды. 

На рис. 8 показано изменение микроповорота 
ω и касательных моментных напряжений myz для 
трех микрополярных теорий (2MLS, 2MDPL, 
2MHDPL) и двух теорий без учета микрополярного 
эффекта (2HDPL, 1HDPL). Наличие безразмерного 
коэффициента расхождения a1, а также производ-
ных высшего порядка по времени m и n оказывает 
существенное влияние на поведение кривых. 

Из рис. 8 видно, что микрополярные модели 
(2MLS, 2MDPL, 2MHDPL) дают более высокие 
абсолютные значения микроповорота ω по срав-
нению с моделями 2HDPL и 1HDPL и наблюда-
ется сильное расхождение решений для микро-
полярных моделей с решениями для моделей 
2HDPL и 1HDPL. Кроме того, все кривые мо-
ментных напряжений исходят из начала коорди-
нат, что удовлетворяет граничным условиям и 
подтверждает точность расчетов. 

7. Заключение 

В работе представлена двухтемпературная тер-
моупругая модель, разработанная в рамках обоб-
щенной микрополярной теории термоупругости. 
Первая температура обусловлена механическим 
процессом (динамическая температура), а вторая 

является следствием теплового процесса (темпе-
ратура проводимости). Уравнение теплопровод-
ности включает частные производные высшего 
порядка. Отсутствие учета коэффициента расхож-
дения позволяет получить различные теории, яв-
ляющиеся частными случаями предлагаемой мо-
дели. Методом анализа собственных мод изучено 
поведение термических напряжений, температур, 
перемещений и микроповорота для однородного 
изотопного вращающегося микрополярного тер-
моупругого материала. 

Результаты показали, что угловая скорость и 
коэффициент расхождения оказывают существен-
ное влияние на термоупругое поведение упругой 
среды, а также на распределение перемещений и 
напряжений. 

Результаты двухтемпературных теорий термо-
упругости существенно отличаются от результа-
тов однотемпературных моделей. Интенсивность 
тепловых и механических волн уменьшается при 
учете коэффициента расхождения. Поэтому с прак-
тической точки зрения двухтемпературные мик-
рополярные теории больше подходят для изуче-
ния упругих тел, чем обобщенные однотемпера-
турные модели термоупругости. В связи с этим 
существует необходимость различать вклад волн 
проводимости и термодинамических тепловых 
волн. 

Частные производные высшего порядка оказы-
вают значительное влияние на распределение пе-
ременных поля. Используя данные производные, 
можно ограничить распространение тепловых и 
механических волн. Таким образом, модифициро-
ванная модель с фазовым запаздыванием и произ-
водными высшего порядка является более эффек-
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тивной по сравнению с предыдущими обобщен-
ными теориями и лучше подходит для изучения 
распространиения тепловых волн. 

Учет микрополярности оказывает существен-
ное влияние на теплофизические поля, приводя к 
уменьшению их значений, за исключением по-
перечного напряжения и температуры проводи-
мости. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Университета Джуфа в рамках гранта № DSR-
2021-03-0383. Авторы выражают благодарность 
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